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Обозначения и соглашения

1. Множества, как правило, обозначаются заглавными буквами го-

тического алфавита. Исключения составляют множества с уже усто-

явшимися названиями, например:

N — множество натуральных чисел,

R — множество действительных чисел,

R+ — множество {a ∈ R : a > 0},
C — множество комплексных чисел,

Wm
q (Ω) — пространство Соболева,

`q — пространство последовательностей,

Элементы множеств обозначаются строчными буквами латинского

или, в особых случаях, греческого алфавитов. Например,

span{ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm}

обозначает линейную оболочку векторов ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm.

2. Множества отображений множеств (т.е. множества операторов)

обозначаются рукописными заглавными буквами латинского алфа-

вита, напpимеp:

L(U;F) — множество линейных непрерывных операторов, опреде-

ленных на пространстве U и действующих в пространство F;

Cl(U;F) — множество линейных замкнутых операторов, плотно

определенных в пространстве U и действующих в пространство F;

C∞(U;F) — множество операторов, имеющих непрерывные произ-

водные Фреше любого порядка, определенных на U и действующих в

F; Отметим, что вместо L(U;U), Cl(U;U) и C∞(U;U) ради краткости

будем писать соответственно L(U), Cl(U) и C∞(U). Элементы мно-
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жеств операторов мы будем обозначать заглавными буквами латин-

ского алфавита. Кроме того, символами I и O мы будем обозначать

соответственно "единичный"и "нулевой"операторы, области опреде-

ления которых ясны из контекста.

domM — область определения оператораM , imM — образ опера-

тора M .

3. Все рассуждения проводятся в вещественных квазибанаховых

пространствах, однако при рассмотрении "спектральных"вопросов

вводится их естественная комплексификация. Все контуры оpиен-

тиpованы движением "против часовой стрелки"и ограничивают об-

ласть, лежащую "слева"при таком движении.

4. Выражение "точно тогда, когда"заменяет выражение "тогда и

только тогда, когда".

5. Символ • лежит в конце доказательства.
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Введение

Актуальность темы исследования

Впервые уравнения, неразрешенные относительно производной,

начал рассматривать, по-видимому, А. Пуанкаре. Систематическое

же их изучение стартовало в 20 веке с работ С.Л. Соболева. Именно

поэтому в современных математических исследованиях в отношении

уравнений неразрешенных относительно производной стал общепри-

нятым термин "уравнения соболевского типа". Заметим, что уравне-

ния соболевского типа называются динамическими, если их решения

продолжимы на всю ось R, и эволюционными, если их решения су-

ществуют только на полуоси R+.

Исследования уравнений, неразрешенных относительно производ-

ной, неразрывно связаны с развитием теории вырожденных голо-

морфных (полу)групп операторов. В настоящее время уравнения со-

болевского типа и связанные с ними вырожденные (полу)группы

операторов активно изучаются области неклассических уравнений

математической физики [15, 52, 61, 83, 84]. В последние десятилетия

написано большое количество монографий полностью или частично

посвященных этой тематике, сформировались научные направления,

вокруг которых сложились научные школы. В этой области активно

работают Р.Е. Шоуолтер (R.E. Showalter)[83], А. Фавини (А. Favini),

А. Яги (А. Yagi) [69], Г.В. Демиденко[12], И.В. Мельникова [38], С.Г.

Пятков [79], Г.А. Свиридюк, Т.Г. Сукачева [24], В.Е. Федоров [55].

Линейные уравнения соболевского типа и разрешающие их вы-

рожденные (полу)группы операторов на основе относительно спек-
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тральной теории были изучены Г.А. Свиридюком и его учениками

[47, 48]. Первая монография этой школы, посвященная голоморф-

ным вырожденным группам и полугруппам, а также вырожденным

C0–полугруппам, вышла в свет в 2003 году [85]. Необходимо отме-

тить, что результаты, изложенные в этой монографии, получены в

банаховых пространствах. Поскольку интерес к уравнениям соболев-

ского типа за последнее время существенно вырос, то возникла необ-

ходимость их рассмотрения в квазибанаховых пространствах. При-

чем необходимость диктуется как желанием пополнить теорию, так и

стремлением осмыслить неклассические уравнения математической

физики в квазибанаховых пространствах.

Квазинормированным пространством (U,U ‖ · ‖) называется ли-

нейное пространство U над полем R с квазинормой U‖ · ‖, которая
отличается от нормы только аксиомой "неравенство треугольника":

∀u, v ∈ U U‖u+ v‖ ≤ C(U‖u‖+U ‖v‖),

где константа C ≥ 1. Если C = 1, то квазинорма становится нормой,

а квазинормированное пространство превращается в нормированное.

Вообще говоря, квазинормированное пространство не нормируемо,

но метризуемо [7, гл. 3]. Таким образом, для квазинормированно-

го пространства имеют место понятия фундаментальной последова-

тельности и полноты.

Полное квазинормированное пространство U называется квазиба-

наховым. Любое банахово пространство является квазибанаховым,

а обратное – неверно.

Понятие квазибанаховых пространств неразрывно связано с поня-

тием банаховых пространств [7, 63]. Однако самостоятельный инте-
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рес к квазибанаховым пространствам, как к объекту исследования,

появился сравнительно недавно, примером этого могут служить ра-

боты Н. Кэлтона (N. Kalton) [73], кроме того, такие пространства

возникают при исследовании абелевых групп [7] и прикладных за-

дач [9], [42], [71], [1].

Известно, что в общем случае в квазибанаховых пространствах не

могут быть построены отображения, отличные от нулевого и тожде-

ственного [81], например, в пространстве Lp[a, b], 0 < p < 1. Вме-

сте с тем, это справедливо не для всех квазибанаховых пространств.

Так, в пространствах последовательностей `q, 0 < q < 1 и постро-

енных на их основе квазисоболевых пространствах `mq , 0 < q < 1,

m ∈ R существуют линейные отображения, отличные от тривиаль-

ных [7, 2]. Подчеркнем, что в данном диссертационном исследовании

рассматриваются только такие квазибанаховы пространства, кото-

рые в дальнейшем будем называть квазибанаховыми пространства-

ми последовательностей или квазисоболевыми пространствами.

Актуальность исследования эволюционных уравнений соболевско-

го типа обусловлена тем, что полученные ранее, более 20 лет назад,

результаты в банаховых пространствах спустя некоторое время ока-

зались применимы в теории динамических измерений [60], в теории

оптимального управления [36], теории устойчивости уравнений со-

болевского типа [45], а также при изучении уравнений соболевского

типа высокого порядка [18]. Уравнения соболевского типа возника-

ют при моделировании различных процессов в естественных и тех-

нических науках [66, 85]: уравнение Дзекцера, описывающее эволю-

цию свободной поверхности фильтрующейся жидкости [14], уравне-

ние Баренблатта – Желтова – Кочиной, моделирующее динамику
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вязко-упругой жидкости в трещинновато-пористой среде [6], уравне-

ние волн Россби [46], система уравнений Соболева, линеаризованная

система уравнений Навье – Стокса [33], многие другие системы урав-

нений гидродинамики [53, 54]. Для исследования такого рода при-

кладных задач при более общих условиях является развитие теории

вырожденных голоморфных групп операторов.

Постановка задач

Пусть Qn (λ) =
n∑
i=0

ciλ
i и Rs (λ) =

∑s
j=0 djλ

j – многочлены с дей-

ствительными коэффициентами, не имеющие общих корней, степе-

ней n и s, соответственно, причем n < s и dscn < 0. Рассмотрим

операторы Qn(Λ)u = {Qn(λk)uk}, где {uk} ∈ `m+2n
q и Rs(Λ)u =

{Rs(λk)uk} n ∈ N, где {uk} ∈ `m+2s
q , а монотонная последователь-

ность {λk} ⊂ R+ такова, что lim
k→∞

λk = +∞. Как нетрудно видеть,

оператор Qn(Λ) ∈ L(U;F), а оператор Rs(Λ) ∈ Cl(U;F), domRs(Λ) =

`m+2s
q . Где U = `m+2n

q ,F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+.

Рассмотрим класс эволюционных уравнений

Qn(Λ)u̇ = Rs(Λ)u (0.0.1)

в квазисоболевых пространствах последовательностей. Положив L =

Qn(Λ), M = Rs(Λ), будем рассматривать уравнение (0.0.1) в рамках

абстрактного уравнения соболевского типа

Lu̇ = Mu, (0.0.2)

где вектор-функцию u ∈ C∞(R+;U) будем называть решением урав-

нения (0.0.2), если при подстановке она обращает его в тождество.
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Решение u = u(t) такого уравнения назовем решением задачи Коши

u(0) = u0, (0.0.3)

если оно вдобавок удовлетворяет условию Коши (0.0.3) при некото-

ром u0 ∈ U.

Рядом исследователей, например в [50], отмечается, что при про-

извольных начальных данных задача Коши (0.0.3) неразрешима для

уравнения (0.0.2). Поэтому более целесообразным является рассмот-

рение задачи Шоуолтера–Сидорова

P (u(0)− u0) = 0, (0.0.4)

где P – проектор на образ разрешающей группы операторов уравне-

ния (0.0.2). Отметим, что задача Шоуолтера–Сидорова в невырож-

денном случае совпадает с задачей Коши, а в вырожденном — может

быть решена при произвольных начальных данных.

В работе исследована разрешимость начальных задач (0.0.3) и

(0.0.4) как для уравнения (0.0.2), так и для неоднородного уравнения

вида

Lu̇ = Mu+ g, (0.0.5)

где g : R→ F.

Подчеркнем, что при исследовании задачи (0.0.3), (0.0.5) необхо-

димо получение дополнительного условия "согласования начальных

данных".

Целью работы является исследование разрешимости одного

класса эволюционных уравнений соболевского типа в квазибанахо-

вых пространствах последовательностей с изучением свойств полу-

ченных решений.
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Для достижения цели необходимо решить следующие задачи:

1. Исследовать относительно секториальные операторы в квази-

банаховых пространствах последовательностей с получением резуль-

татов об их свойствах;

2. Обобщить результаты теории вырожденных голоморфных по-

лугрупп в квазибанаховы пространства последовательностей;

3. Исследовать разрешимость задачи Коши, задачи Шоуолтера–

Сидорова для одного класса уравнений соболевского типа с исполь-

зованием теории вырожденных голоморфных полугрупп в квазиба-

наховых пространствах последовательностей;

4. Построить инвариантные пространства и исследовать экспонен-

циальные дихотомии решений рассматриваемого класса уравнений.

5. Исследовать уравнение Дзекцера в квазибанаховых простран-

ствах последовательностей с изучением свойств его решений.

Историография вопроса

Если оператор L непрерывно обратим, то уравнение (0.0.2) можно

редуцировать к паре эквивалентных ему уравнений

u̇ = Su, ḟ = Tf, (0.0.6)

где операторы S ∈ L(U), и T ∈ L(F). Уравнения (0.0.6) будем рас-

сматривать в рамках уравнения

v̇ = Av, (0.0.7)

где оператор A ∈ L(V), а V – квазибанахово пространство. Вектор-

функцию v ∈ C∞(R;V) назовем решением уравнения (0.0.7),

Уравнения (0.0.7) удобно исследовать в рамках теории (полу)групп

операторов. Решение операторно-дифференциальных уравнений в
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банаховых пространствах неразрывно связано с развитием теории

разрешающих полугрупп. Основным результатом классической тео-

рии полугрупп являются теоремы, устанавливающие взаимно одно-

значное соответствие между разрешающей (полу)группой однород-

ного уравнения (0.0.7) и оператором A, называемым инфинитези-

мальным генератором полугруппы. Критерием того, что оператор

A является инфинитезимальным генератором (полу)группы (иначе

говорят, порождает полугруппу), служат некоторые условия на ре-

зольвенту Rµ(A) = (µI − A)−1 оператора A. В классической теории

полугрупп операторов в банаховых пространствах можно выделить

три основных случая, когда семейство является: 1) сильно непре-

рывной полугруппой; 2) голоморфной полугруппой; 3) голоморфной

группой.

В первом, самом непростом, случае классическим результатом о

разрешимости уравнения (0.0.7) является теорема Хилле–Иосиды–

Феллера–Миядеры–Филлипса (теорема ХИФМФ) [58], устанавлива-

ющая биекцию между множеством разрешающих полугрупп опера-

торов и множеством операторов, называемых генераторами этих по-

лугрупп (развитие этой теории см., например, в [77]). Во втором —

аналогичный результат сформулирован в теореме Соломяка–Иосиды

[86] (отметим также работы [26, 27, 57]). Наконец, в третьем случае

подобная взаимосвязь является следствием применения преобразо-

вания Лапласа [11, 29].

В свое время полу(группы) уравнения (0.0.2) в банаховых про-

странствах рассматривались разным авторами [38, 49, 69]. При этом

исследователи отмечали, что характерной чертой (полу)группы урав-

нения с вырожденным оператором является то, что единицей полу-
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группы является не тождественный оператор, как в классической

теории полугруппы операторов, а проектор на некоторое подпро-

странство. Этот факт, в частности, влечет то, что задача Коши раз-

решима не для произвольных начальных значениях. Такие полугруп-

пы в дальнейшем называются вырожденным, либо полугруппами

операторов с ядрами.

Так, разрешимость задачи (0.0.2),(0.0.3) изучали математики шко-

лы С.Г. Крейна. Продолжая традицию, заложенную в работах К. Вей-

ерштрасса и Л. Кронекера, при изучении этой задачи использовалось

понятие регулярного операторного пучка M + λL. (Пучок M + λL

называется регулярным, если

∃a > 0 ∀µ ∈ C (|µ| > a)⇒ ((M + µL)−1 ∈ L(F;U))).

С.П. Зубовой и К.И. Чернышовым [19] исследован случай, когда

U,F – банаховы пространства, L – замкнутый фредгольмов, M –

ограниченный оператор. Для регулярного случая ими доказана одно-

значная разрешимость однородной задачи Коши при начальных зна-

чениях из некоторого подпространства с конечным дефектом. Также

показано, что решение неоднородной задачи Коши (0.0.3),(0.0.5) су-

ществует для достаточно гладких функций f(t), определенным об-

разом согласованных с начальными данными. В сингулярном слу-

чае решение однородной задачи неединственно и существует только

при начальных данных, удовлетворяющих счетному числу условий,

а для разрешимости неоднородной задачи от f(t) требуется бесконеч-

ная гладкость и выполнение счетного числа условий согласования с

начальными данными.

Используя методы классического и локального преобразования
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Лапласа и спектральную теорию операторных пучков, А.Г. Руткас

[43] исследовал задачу (0.0.3),(0.0.5) в случае, когда U,F – банаховы

пространства, L,M – линейные ограниченные операторы. В статье

охарактеризованы нормальные решения, корректная и диссипатив-

ная задача Коши, описано начальное многообразие при различных

условиях. Результаты исследования применяются к задачам рассея-

ния и прохождения сигналов в дискретных структурах.

Отметим, что преобразование Лапласа является распространен-

ным методом построения разрешающих семейств операторов [4, 5,

43, 44, 62, 67]. Поэтому также интересны результаты спектральной

теории, как сами по себе [41], так и с точки зрения построения раз-

решающих семейств [59].

A. Favini [67] ввел в рассмотрение задачу

d

dt
Lu(t) = Mu(t) + f(t) (0 < t <∞)

lim
t→0+

Lu(t) = u0

с замкнутыми линейными операторами L,M . В [68] он рассматри-

вает то же уравнение на конечном отрезке [0, T ] с начальным усло-

вием Lu(0) = Lu0, domL ⊇ domM 3 u0, U = F. В терминах

оператора M(µL −M)−1 сформулированы теоремы существования

и единственности решения этих задач при некоторых условиях на

начальное значение u0 и гладкость функции f(t).

Обобщение классической теории идет сразу по нескольким на-

правлениям. Одно из них – получение некоторых семейств опера-

торов, дающих решение уравнения (0.0.2) в более общем смысле.

Введение понятий экспоненциально ограниченной и n раз интегри-

рованной полугрупп [39, 62] позволило в случае, когда задача Коши
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v(0) = v0 для уравнения (0.0.2) некорректна, но оператор A порож-

дает такую полугруппу, получить решение этой задачи.

В работе [39] устанавливается взаимно однозначная связь меж-

ду существованием интегрированной полугруппы и существовани-

ем обобщенного решения задачи Коши для уравнения (0.0.7). В [62]

W. Arendt обобщил теорему ХИФФМ на случай n раз интегрирован-

ных полугрупп.

Определив экспоненциально ограниченную C-полугруппу [39, 62,

65, 74] {V t : t ≥ 0}, удалось получить решение v(t) = C−1V tv0 задачи

Коши для уравнения (0.0.7) в случае, когда оператор A является ге-

нератором C-полугруппы. Это решение получено для v0 ∈ C[domA]

и устойчиво относительно нормы ‖v0‖C−1 = ‖v0‖U + ‖C−1v0‖U. Отме-

тим, что для C-полугрупп также доказан аналог теоремы ХИФФМ.

Отметим также распространение теории полугрупп на простран-

ства Степанова [25, 28], которые позволяют рассматривать более ши-

рокое множество операторов в уравнениях вида (0.0.7). В настоящее

время в г. Воронеже усилиями В.А. Костина создана математическая

школа, представители которой изучают пространства Степанова и

C0-полугруппы с особенностями в различных аспектах.

Далее, результаты по исследованию уравнений вида (0.0.7) в ба-

наховых пространствах [3, 8, 16, 22, 29, 58, 77] распространяются в

локально выпуклые пространства [76]. Как оказалось [82], [75], [86]),

теория полугрупп в таких пространствах близка к теории полугрупп

в банаховых пространствах, так как основным методом исследования

в обоих случаях может служить резольвента генератора полугруп-

пы.

Разрешимость уравнений соболевского типа в локально выпуклых
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пространствах изучена в [22, 57]. Теоремы о существовании решений

таких уравнений в локально выпуклых пространствах доказаны в

относительно ограниченном, относительно секториальном, относи-

тельно радиальном случаях [86]. В работе [55] сформулированы ре-

зультаты о существовании разрешающих семейств операторов в мак-

симальной степени общности для локально выпуклых пространствах

и пространств Фреше, которые являются проективными пределами

пространств Соболева.

В работах [21, 56] сделаны первые шаги по разрешимости урав-

нений соболевского типа в квазисоболевых пространствах и фор-

мированию теории вырожденных разрешающих групп операторов

в квазибанаховых пространствах последовательностей с рассмотре-

нием случая относительно ограниченных операторов.

В данной работе построена теория вырожденных полугрупп раз-

решающих эволюционное уравнение соболевского типа вида (0.0.7)

в квазисоболевых пространствах последовательностей.

В теории устойчивости динамических и эволюционных дифферен-

циальных уравнений важную роль играет понятие экспоненциальной

дихотомии как одной из моделей асимптотического поведения его ре-

шений ([11], [37], [57]).

Как уже было отмечено, одной из задач исследования данной ра-

боты являются вопросы существования экспоненциальных дихото-

мий решений уравнений соболевского типа первого порядка в ква-

зибанаховых пространствах последовательностей. Наиболее глубо-

кие результаты по проблеме устойчивости решений лежат в области

обыкновенных дифференциальных уравнений, разрешенных относи-

тельно производной. Эта теория развивалась очень интенсивно. От-
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правной точкой здесь являются работы А.М. Ляпунова [34]. Наибо-

лее полно результаты по устойчивости решений обыкновенных диф-

ференциальных уравнений изложены Ф. Гантмахером [10], Б. Деми-

довичем [13], Э. Коддингтоном и Н. Левинсоном [23].

Системы уравнений, обладающие свойством экспоненциальной ди-

хотомией изучались в работе [78], посвященной нелинейным возму-

щениям таких уравнений, которая была обобщением относящейся

к двумерному дискретному случаю работы Ж. Адамара [70]. Эк-

вивалентность экспоненциальной дихотомии системы обыкновенных

дифференциальных уравнений условию существования ограничен-

ных решений неоднородного уравнения была впервые установлена

А.Д. Майзелем [35]. Аналогичную задачу для нелинейного уравне-

ния со стационарной линейной частью рассматривал П. Боль [64].

М.Г. Крейн [31] впервые изучил вопросы устойчивости решений

дифференциальных уравнений в бесконечномерных банаховых про-

странствах. Подробно эти исследования изложены им в [32]. Класси-

ческими работами в области исследования дихотомий решений од-

нородного уравнения (0.0.7) стали монографии Ю.Л. Далецкого и

М.Г. Крейна [11], Х.Л. Массера и Х.Х. Шеффера [37], где рассмат-

ривались уравнения с ограниченным оператором S.

В монографии Ю.Л. Далецкого и М.Г. Крейна [11] рассмотрены

вопросы устойчивости решений однородного и неоднородного урав-

нения вида (0.0.7). Получены достаточные условия существования

экспоненциальных дихотомий решений однородного уравнения в тер-

минах спектра оператора S. Кроме того, получен критерий суще-

ствования дихотомий при условии дополнительности некоторого ин-

вариантного подпространства решений уравнения (0.0.7) с операто-
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ром S, зависящим от t.

В работе Х.Л. Массера и Х.Х. Шеффер[37] изучаются однородные

и неоднородные уравнения вида (0.0.7) с ограниченным оператором

S, зависящим от t. Получены условия допустимости пар инвариант-

ных пространств и существования не только экспоненциальных, но

и простых дихотомий решений.

В работе Д. Хенри [57] изучается разрешимость задачи Коши

стационарного и нестационарного линейных уравнений первого по-

рядка вида (0.0.7), где S – секториальный, т. е. порождающий ана-

литическую полугруппу, оператор. Получены достаточные условия

существования и единственности ограниченных решений уравнения

(0.0.7) и его задачи Коши.

С.Г. Пятковым [80] изучено существование максимальных семиде-

финитных инвариантных подпространств для J-диссипативных опе-

раторов и полугрупповые свойства сужений оператора на эти инва-

риантные подпространства.

Экспоненциальные дихотомии решений уравнения (0.0.2) иссле-

довались Г.А. Свиридюком и А.В. Келлер [20, 51] в случаях (L, σ)-

ограниченного и сильно (L, p)-секториального оператора M в бана-

ховых пространствах. В терминах L-спектра оператораM ими были

получены условия существования экспоненциальных дихотомий ре-

шений уравнения (0.0.2). Вопросы устойчивости решений уравнения

соболевского типа рассматривались в [17].

В данной работе будет исследован вопрос существования экспо-

ненциальных дихотомий решений уравнения (0.0.2) в квазисоболе-

вых пространствах последовательностей.
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Методы исследования

В данной работе при исследовании вырожденных эволюционных

уравнений за основу взят подход, суть которого заключается в по-

строении вырожденных разрешающих полугрупп операторов, даю-

щих классическое решение задачи (0.0.2), (0.0.3). Особенность раз-

решающих операторов вырожденного уравнения (0.0.2) заключает-

ся в том, что они обладают нетривиальными ядрами, содержащими

ядро оператора при производной. Для построения теории вырож-

денных голоморфных полугрупп операторов в квазибанаховых про-

странствах последовательностей используются классические методы

функционального анализа, теории линейных ограниченных опера-

торов, спектральной теории. Для построения операторов разреша-

ющих полугрупп, по аналогии с классическими результатами, ис-

пользуется преобразование Лапласа операторнозначных функций в

квазибанаховых пространствах последовательностей, для чего необ-

ходимо обоснование существования в квазибанаховых пространствах

последовательностей аналитичности отображения и интегрирования

для таких отображений. В основе этого обоснования лежит метри-

зуемость квазибанаховых пространств последовательностей.

Для преодоления трудностей, связанных с наличием ядер у раз-

решающих полугрупп, применяется метод фазового пространства,

заключающийся в том, что оба пространства, в которых действуют

операторы, представимы в виде прямых сумм ядер и образов разре-

шающих полугрупп (точнее, их единиц). При этом действие операто-

ров L иM распадается в соответствии с расщеплением пространств,

на ядре полугруппы оказывается обратимым сужение оператора M ,
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а на образе – сужение оператора L. Тем самым исходное уравнение

(или задача Коши для него) редуцируется к системе двух уравнений

(двух задач Коши), заданных на взаимно дополнительных подпро-

странствах. Уравнение на образе имеет вид (0.0.6), при этом опера-

тор S является инфинитезимальным генератором уже невырожден-

ной полугруппы соответствующего класса и исследование его разре-

шимости и свойств его решений проводится классическими метода-

ми. Другое уравнение принимает вид

Hu̇(t) = u(t) + v(t),

и получить его решение в явном виде и, соответственно, исследовать

его свойства позволяет нильпотентность оператора H.

Новизна полученных результатов

В диссертационной работе получены следующие результаты:

1. Построена теория относительно секториальных операторов в

квазисоболевых пространствах последовательностей. Построены от-

носительные резольвенты, рассмотрены их свойства, построены от-

носительно присоединенные векторы. Доказана теорема о расщепле-

нии пространств, действий операторов в квазисоболевых простран-

ствах последовательностей в относительно секториальном случае.

2. Доказана теорема о существовании голоморфных разрешаю-

щих вырожденных полугрупп операторов в квазисоболевых простран-

ствах последовательностей. Исследованы ядра и образы полугрупп,

доказано существования единиц.

3. Полученные результаты теории голоморфных вырожденных

полугрупп операторов применены к исследованию разрешимости на-
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чальных задач для одного класса вырожденных эволюционных урав-

нений в квазисоболевых пространствах последовательностей.

4. Определены многочлены от квазиоператора Лапласа и рассмот-

рен "квазибанахов" аналог однородной задачи Дирихле в ограничен-

ной области с гладкой границей для линейного уравнения Дзекцера.

5. Исследованы свойства решений одного класса вырожденных

эволюционных уравнений в квазисоболевых пространствах последо-

вательностей. Получены условия существования инвариантных про-

странств и дихотомий решений.

Теоретическая и практическая значимость исследования

Теоретическая значимость исследования заключается в развитии

теории эволюционных уравнений соболевского типа, а именно полу-

чении ряда обобщающих результатов в квазибанаховых простран-

ствах последовательностей. Это исследование продолжает развитие

теории вырожденных (полу)групп операторов, которая неразрывно

связана с решением неклассических уравнений математической фи-

зики.

Кроме того, получение теоретической базы позволяет не только

начать исследования неклассических уравнений в квазибанаховых

пространствах последовательностей и различных задач для такого

рода, но и рассматривать возможность более эффективного реше-

ния ряда технических задач. Именно возможность приложения по-

лученных теоретических результатов к различным областям науч-

ных исследований позволяет говорить о практической значимости

исследования.
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Апробации

Результаты, изложенные в диссертации, были представлены на:

– Международной конференции "Воронежская зимняя математи-

ческая школа" (Воронеж, 2014, 2016),

– Международной конференции "Дифференциальные уравнения

и динамические системы" (Суздаль, 2014),

– Международной конференции "Спектральные задачи, нелиней-

ный и комплексный анализ"(УФА, 2015),

– Шестнадцатом всероссийском симпозиуме по прикладной и про-

мышленной математике (Сочи, 2015),

– Международной научно-практической конференции "Приори-

тетные научные исследования и разработки" (Саратов, 2016)

– научных конференциях аспирантов и докторантовЮУрГУ "Тех-

нические науки. Естественные науки. Социально-гуманитарные на-

уки. Экономика. Управление. Право."(Челябинск, 2014, 2015).

– семинаре профессора Г.А. Свиридюка "Уравнения соболевского

типа" в Южно-Уральском государственном университете.

Результаты диссертации опубликованы в работах [87] – [93].

Необходимо отметить, что во всех работах [87], [88], [91], [93],

выполненных в соавторстве с научным руководителем, последнему

принадлежит только постановка задачи и некоторые идеи доказа-

тельств. Все доказательства выполнены автором диссертации само-

стоятельно.

Краткое содержание диссертации

Диссертация построена из введения, трех глав, заключения и спис-
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ка литературы.

Введение содержит актуальность и предпосылки исследования,

постановку задач и цели работы, представлены историография во-

проса, описываются методы исследования и новизна полученных ре-

зультатов, теоретическая и практическая значимость и результаты

работы.

Первая глава содержит пять параграфов, результаты, связан-

ные с предварительными данными не выносятся на защиту. В пара-

графе 1.1 содержатся определения и понятия квазисоболевых и ква-

зибанаховых пространств последовательностей. Также содержится

доказательство теоремы о вложениях. В п. 1.2 приведено понятие

ограниченных и непрерывных операторов в квазибанаховых про-

странствах последовательностей. Также содержатся аналог теоре-

мы Банаха и доказан аналог теоремы Банаха-Штейнгауза. В п. 1.3

приводится определение линейных замкнутых операторов и доказы-

ваются теоремы, связанные с линейными замкнутыми операторами

в квазибанаховых пространствах. В п. 1.4 рассматриваются функ-

ции линейных ограниченных операторов. Кроме того, исследуются

аналитические функции операторов. В п. 1.5 построен квазиопера-

тор Лапласа, рассмотрены квазисоболевы пространства и доказаны

теоремы о них.

Вторая глава посвящена вырожденным полугруппам операто-

ров в квазисоболевых пространствах, состоит из шести параграфов.

В п. 2.1 исследованы относительные резольвенты в квазибанаховых

пространствах последовательностей и их свойства. В п. 2.2 вводится

в рассмотрение относительно секториальный оператор. В п. 2.3 рас-

смотрено существование вырожденных голоморфных разрешающих
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полугруппы для однородного уравнения соболевского типа. Доказа-

на теорема о существовании аналитической равномерно ограничен-

ной разрешающей полугруппы, теорема о расщеплении пространств

и действий операторов. П. 2.4 содержит исследование обобщенной

задачи Шоуолтера – Сидорова для эволюционного уравнения собо-

левского типа в квазисоболевых пространствах. Доказана теорема

об однозначной разрешимости такой задачи. В п. 2.5 вводится поня-

тие фазового пространства для эволюционного уравнения соболев-

ского типа в квазисоболевых пространствах, доказана теорема о су-

ществовании фазового пространства, доказана теорема о существо-

вании единицы полугруппы. Наконец в последнем, п. 2.6 доказано

существование обратного оператора.

Третья глава состоит из шести параграфов посвящена изуче-

нию эволюционных уравнений соболевского типа в квазисоболевых

пространствах и приложению полученных теоретических результа-

тов. В п. 3.1 рассмотрена задача Коши для неоднородного уравнения

соболевского типа в квазисоболевых пространствах последователь-

ностей. Доказана теорема о существовании единственного решения.

В п. 3.2 доказана относительно спектральная теорема. В п. 3.3 со-

держатся сведения об инвариантных пространствах уравнения. По-

лучены условия, при которых существуют инвариантные простран-

ства для пары эквивалентных уравнений соболевского типа. В п.

3.4 содержатся определения экспоненциальные дихотомии решений

и доказана теорема о том, что при определенных условиях решения

пары эквивалентных уравнений соболевского типа обладают экспо-

ненциальной дихотомией. В п. 3.5 рассмотрено уравнение Дзекцера в

квазисоболевых пространствах и доказано существование единствен-
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ного решения начальной задачи для него. В п. 3.6 изучаются cвой-

ства решений уравнения Дзекцера в квазисоболевых пространствах.

В Заключении представлены выводы о результатах, перспективы

и направления развития исследования в дальнейшем.

На защиту выносятся следующие результаты:

1. Теоремы о существовании разрешающих голоморфных вырож-

денных полугрупп операторов с разработкой теории относитель-

но секториальных операторов в квазисоболевых пространствах.

2. Теорема о существовании фазового пространства однородного

эволюционного уравнения в квазисоболевых пространствах.

3. Теоремы о разрешимости задач Коши, Шоуолтера–Сидорова

для неоднородного уравнения соболевского типа в квазисобо-

левых пространствах.

4. Теоремы о существовании инвариантных подпространств и экс-

поненциальных дихотомий решений для однородных уравнений

указанного класса.

5. Теоремы о разрешимости и свойствах решений аналога уравне-

ния Дзекцера в квазисоболевых пространствах.
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1. Квазисоболевы пространства

последовательностей и линейные операторы

1.1. Квазисоболевы пространства последовательностей

Пусть U – некоторое линейное пространство; упорядоченная пара

(U; U‖ · ‖) называется квазинормированным пространством, если

(i) ∀u ∈ U U‖u‖ ≥ 0, причем U‖u‖ = 0 ⇔ u =0, где 0∈ U;

(ii) ∀u ∈ U ∀α ∈ R U‖αu‖ = |α|·U‖u‖;
(iii) ∀u, v ∈ U U‖u+ v‖ ≤ C(U‖u‖+ U‖v‖), где константа C ≥ 1 и

не зависит от u и v. Функция U‖ · ‖ : U → R+ называется квазинор-

мой в случае C ≥ 1, а в случае C = 1 еще и нормой. Таким образом,

понятия квазинормированного пространства является обобщением

понятия нормированного пространства. В дальнейшем квазинорми-

рованное пространство (U; U‖ · ‖) будем отождествлять с линейным

пространством U.

Квазинорма U‖ · ‖ естественным образом задает топологию на

U. Базисом окрестностей служит совокупность всех множеств вида

{u ∈ U : U‖u − v‖ < ε}, где ε ∈ R+. В случае C = 1 эта тополо-

гия определяется посредством метрики ρ(u, v) = U‖u − v‖. Однако,

квазинормированное пространство метризуемо и в случае C > 1.

Лемма 1.1.1. (лемма 3.10.1 [7]). Пусть U – квазинормированное

пространство и пусть число ρ определяется уравнением (2C)ρ = 2.

Тогда на U существует метрика d : U × U → R такая, что при

всех u ∈ U

d(0, u) ≤ U‖u‖ρ ≤ 2d(0, u). (1.1.1)

Лемма 1.1.2. (лемма 3.10.2 [7]) Пусть U – квазинормированное про-
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странство и пусть число ρ определяется уравнением (2C)ρ = 2. Если

u =
∞∑
k=1

uk (сходимость в U), то

U‖u} ≤ C

( ∞∑
k=1

U‖uk‖ρ
) 1

ρ

Далее, если U полно, то конечность правой части этого неравенства

влечет за собой сходимость в U ряда
∞∑
k=1

uk.

Из леммы 1.1.1 вытекает, что мы располагаем понятием фунда-

ментальной последовательности {un} ⊂ U : lim
n,l→∞

U‖un − ul‖ = 0, а

значит, и понятием полноты. Полное квазинормированное простран-

ство называется квазибанаховым. Предел u ∈ U сходящейся в ква-

зибанаховом пространстве U последовательности {un} ⊂ U будем

обозначать lim
n→∞

un = u.

Пример 1.1.1. Пространства последовательностей `q, q ∈ R+ ба-

наховы при q ∈ [1,+∞) и квазибанаховы при q ∈ (0, 1). Во втором

случае C = 2
1−q
q .

Доказательство. Пусть x = {xk}, y = {yk} ∈ `q. Для доказатель-

ства оценки будем использовать известные неравенства для чисел

a ≥ 0, b ≥ 0

(a+ b)q ≤ aq + bq ≤ 21−q(a+ b)q при q ∈ (0, 1).

В силу cначала левого, а потом правого неравенства имеем

q‖x+ y‖ =

( ∞∑
k=1

|xk + yk|q
) 1

q

≤

( ∞∑
k=1

(|xk|+ |yk|)q
) 1

q

≤

≤

( ∞∑
k=1

(|xk|q + |yk|q)

) 1
q

=

( ∞∑
k=1

|xk|q +
∞∑
k=1

|yk|q
) 1

q

=
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= (q‖x‖q + q‖y‖q)
1
q ≤

(
21−q(q‖x‖+ q‖y‖)q

) 1
q = 2

1−q
q (q‖x‖+ q‖y‖).

Следовательно, C = 2
1−q
q при q ∈ (0, 1) •.

Пространства последовательностей `q при q ∈ (0, 1) будем назы-

вать квазибанаховыми пространствами последовательностей.

Пусть последовательность {λk} ⊂ R+, такова что lim
k→∞

λk = +∞.

По аналогии с пространствами Соболева Wm
q введем в рассмотрение

квазисоболевы пространства последовательностей

`mq =

{
{uk} ⊂ R :

∞∑
k=1

(
λ
m
2

k |uk|
)q
< +∞

}
,

где m ∈ R, q ∈ R+. Пространства `mq квазибанаховы при всех m ∈ R,

q ∈ R+ с квазинормой

m
q ‖u‖ =

( ∞∑
k=1

(
λ
m
2

k |uk|
)q)1/q

,

причем они тоже банаховы только если q ∈ [1,+∞). Если q ∈ (0, 1),

то константа C = 2
1−q
q . Докажем это.

m
q ‖u+ v‖ =

( ∞∑
k=1

(
λ
m
2

k |uk + vk|
)q) 1

q

≤

( ∞∑
k=1

(λ
m
2

k |uk|+ λ
m
2

k |vk|)
q

) 1
q

≤

≤

( ∞∑
k=1

((λ
m
2

k |uk|)
q + (λ

m
2

k |vk|)
q)

) 1
q

=

( ∞∑
k=1

(λ
m
2

k |uk|)
q +

∞∑
k=1

(λ
m
2

k |vk|)
q

) 1
q

=

=
(
m
q ‖u‖q + m

q ‖v‖q
) 1
q ≤

(
21−q(mq ‖u‖+ m

q ‖v‖)q
) 1
q = 2

1−q
q (mq ‖u‖+ m

q ‖v‖).

Следовательно, C = 2
1−q
q при q ∈ (0, 1). Заметим еще, что если m =

0, то `0
q = `q.

Замечание 1.1.1. Очевидно, что число ρ, определяемое уравнени-

ем (2C)ρ = 2 для пространств `q и `mq будет равно числу q.
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Пусть U = (U; U‖ · ‖) и F = (F; F‖ · ‖) — квазисоболевы простран-

ства последовательностей. Говорят, что

— U вложено в F, если U ⊂ F;

— U плотно вложено в F, если вдобавок замыкание U = F;

— U плотно и непрерывно вложено в F, если вдобавок для всех

u ∈ U выполнено F‖u‖ ≤ K·U‖u‖, где K ∈ R+ — константа, не

зависит от u. Плотное и непрерывное вложение будем обозначать

символом U ↪→ F.

Теорема 1.1.1. При всех q ∈ R+, m ∈ R, l ≤ m, имеют место

плотные и непрерывные вложения `mq ↪→ `lq.

Доказательство. Пусть последовательность {λk} ⊂ R+, такова

что lim
k→∞

λk = +∞ и u ∈ `mq , 0 < q < 1, тогда

u ∈

{
{uk} :

∞∑
k=1

(λ
m
2

k |uk|)
q <∞

}
.

Покажем, что u ∈ `lq.

l
q‖u‖q =

∞∑
k=1

(λ
l
2

k |uk|)
q =

∞∑
k=1

(λ
m
2

k |uk|)
q · (1/

√
λk)

(m−l)q ≤

≤
∞∑
k=1

(λ
m
2

k |uk|)
q ·max

k
(1/
√
λk)

(m−l)q

Отсюда,
l
q‖u‖ ≤ m

q ‖u‖ · (sup
k

(1/
√
λk)

(m−l)q)1/q

Положив, K = (max
k

(1/
√
λk)

(m−l)q)1/q, получим l
q‖u‖ ≤ K · mq ‖u‖.

Поэтому, `mq непрерывно вложено в `lq. Докажем теперь плотность

вложения. Пусть u ∈ `lq. Рассмотрим последовательность {un}, где

u1 = (u1, 0, 0, . . .), u2 = (u1, u2, 0, 0, . . .), . . . ,
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. . . , un = (u1, u2, . . . , un, 0, 0, . . .), . . . .

Очевидно, {un} ⊂ `mq , причем un → u в квазинорме llq. •

1.2. Линейные операторы в квазибанаховых пространствах

Теперь пусть U = (U; U‖ · ‖) и F = (F; F‖ · ‖) — квазибанахо-

вы пространства. Линейный оператор L : U → F отображающий

пространство U в пространство F называется непрерывным, если

lim
n→∞

Lun = L
(

lim
n→∞

un

)
для любой сходящейся в U последователь-

ности {un} ⊂ U и ограниченным, если при любом u ∈ U

F‖Lu‖ ≤ K·U‖u‖,

где K ∈ R+ не зависит от u.

Лемма 1.2.1. (лемма о непрерывности [72]). Пусть U = (U; d1) и

F = (F; d2) два метрических пространства и оператор L : U → F

отображающий пространство U в пространство F, определенный

в окрестности точки u0 ∈ U. Тогда следующие условия эквива-

лентны:

(i) L непрерывное отображение в точке u0 ∈ U, т.е.

∀ ε ∈ R+ ∃δ ∈ R+ : ∀u ∈ U d1(u, u0) < δ ⇒ d2(Lu, Lu0) < ε;

(ii) прообраз открытого в F множества открыт в U;

(iii) для любой последовательности {un} ⊂ U такой, что

lim
n→∞

un = u0, последовательность {Lun} является сходящейся в F

и lim
n→∞

Lun = L
(

lim
n→∞

un

)
.

Теорема 1.2.1. Пусть U и F – квазибанаховы пространства по-

следовательностей. Линейный оператор L : U → F такой, что
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dom L=U, непрерывен точно тогда, когда он ограничен.

Доказательство. (⇒) Пусть L : U → F ограниченный линейный

оператор. Тогда при любом u ∈ U

F‖Lu‖ ≤ K·U‖u‖,

где K ∈ R+ не зависит от u.

Рассмотрим произвольную сходящуюся последовательность {un} ⊂
U, т.е. un → u, когда n → ∞ или lim

n→∞ U‖un − u‖ = 0.

Тогда

F‖Lun − Lu‖ = F‖L(un − u)‖ ≤ K·U‖(un − u)‖.

Тогда lim
n→∞ F‖Lun − Lu‖ = 0, следовательно Lun → Lu, когда n →

∞, то есть оператор L непрерывен.

(⇐) Пусть L : U → F непрерывный линейный оператор. Пред-

положим,что L не ограниченный. Тогда существует последователь-

ность {un} ⊂ U такая, что

F‖Lun‖ > n·U‖un‖, n ∈ Z+.

Поэтому
F‖Lun‖
n·U‖un‖

> 1.

Следовательно

F‖
Lun

n·U‖un‖
‖ > 1.

Тогда

F‖L(
un

n·U‖un‖
)‖ > 1.

Пусть yn = un
n·U‖un‖ . Тогда

U‖yn‖ =
U‖un‖
n·U‖un‖

=
1

n
.
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Поэтому 1
n → 0, когда n → ∞. Итак yn → 0, когда n → ∞. Но

Lyn 9 0(Lyn > 1).

Следовательно, L не является непрерывным, это противоречит

предположению. Следовательно, оператор L ограниченный. •
Множество всех линейных L : U → F ограниченных операто-

ров, отображающий пространство U в пространство F, таких что

dom L=U является линейным пространством, которое мы обозначим

символом L(U;F). На этом пространстве определим неотрицатель-

ную функцию

L(U;F)‖L‖ = sup
U‖u‖=1

F‖Lu‖.

Пусть U,V,F — квазибанаховы пространства, операторы T : V→
F и L : U→ V, тогда формулой

Mu = T (Lu) (u ∈ U)

определяется оператор M : U→ F, который называется композици-

ей операторов T и L (M = TL).

Лемма 1.2.2. Пусть U,V,F – квазибанаховы пространства, опе-

раторы T ∈ L(V;F) и L ∈ L(U;V), тогда оператор M ограничен,

т.е. M ∈ L(U;F), и

L(U;F)‖M‖ = L(U;F)‖TL‖ ≤ L(V;F)‖T‖L(U;V)‖L‖.

Утвеждение леммы, в силу определению квазинормы, очевидно

следует из оценки

F‖Mu‖ = F‖T (Lu)‖ ≤ L(V;F)‖T‖V‖Lu‖ ≤ L(V;F)‖T‖L(U;V)‖L‖U‖u‖.

Оператор L ∈ L(U;F) называется обратимым, если существует

оператор L−1 : F → U, такой что L−1L = IU, LL−1 = IF. Обрати-
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мый оператор L ∈ L(U;F) называется непрерывно обратимым, ес-

ли L−1 ∈ L(F;U). Непрерывный оператор называется топлинейным

изоморфизмом, если dom L−1 = F.

Теорема 1.2.2. (аналог теоремы Банаха [21]). Пусть U и F

— квазибанаховы пространства последовательностей, тогда биек-

тивный оператор L ∈ L(U;F) — топлинейный изоморфизм.

Последовательность {Lk} ⊂ L(U;F) называется сильно сходя-

щейся к оператору L ∈ L(U;F),если для любого u ∈ U выпол-

нено F‖Lku− Lu‖ → 0, k → ∞; и равномерно сходящейся, если

L(U;F)‖Lk − L‖ → 0, k →∞.

Теорема 1.2.3. (аналог теоремы Банаха-Штейнгауза). Последова-

тельность {Lk} ⊂ L(U;F) равномерно сходится к оператору L ∈
L(U;F) на некотором линеале

◦
U плотном в U точно тогда, когда

(i) последовательность {Lk} ограничена;
(ii) последовательность {Lk} сильно сходится к L на

◦
U .

Доказательство. (⇒) По условию {Lk} ⊂ L(U;F) равномерно схо-

дится к L ∈ L(U;F) на некотором линеале
◦
U плотном в U, т.е.

∀ε > 0 ∃kε ∈ N : ∀k > kε ∀u ∈
◦
U ⇒ U‖Lku− Lu‖ < ε.

Откуда ясно, что ∃K > 0 : U‖Lku‖ ≤ K ∀u ∈
◦
U. В силу того, что

◦
U

плотно в U это неравенство можно продолжить на все пространство

U. Таким образом (i) выполнено.

(ii) Так как {Lk} ⊂ L(U;F) равномерно сходится: L(U;F)‖Lk−L‖ →
0, k → ∞ то для любого элемента u ∈

◦
U, F‖Lku − Lu‖ → 0, k → ∞.

Откуда получим, что {Lk} сильно сходится к оператору L ∈ L(U)
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опеределенному на
◦
U. В силу того, что пространство U метризуемо,

этот оператор продолжим на все пространство U.

(⇐) Пусть теперь последовательность операторов {Lk} ограниче-
на, то есть ∃K > 0 : L(U;F)‖Lk‖ < K, ∀k ∈ N, и последовательность

{Lk} сильно сходится к L ∈ L(U;F) на плотном подмножестве
◦
U⊂ U,

то есть ∀u ∈
◦
U, ∃ lim

k→∞
Lku = Lu.

Надо показать, что {Lk} равномерно сходится к L ∈ L(U;F).

Рассмотрим последовательность операторов {Lk−L}. По условию

эта последовательность на
◦
U сходится к нулевому оператору, продол-

жив на все пространство получим F‖Lku− Lu‖ = F‖(Lk − L)u‖ ≤
≤ F‖Lk − L‖‖u‖ → 0 на U при k →∞. •

1.3. Линейные замкнутые операторы в квазибанаховых про-

странствах

Определение 1.3.1. Линейный оператор L : D→ F(D ⊂ U) назы-

вается замкнутым, если для любой последовательности {un} ⊂ D

такой,что un → u и Lun → y выполняется u ∈ D и y = Lu.

Теорема 1.3.1. Линейный оператор L : D → F(D ⊂ U) являет-

ся замкнутым, тогда и только тогда, когда его график graphL =

{(u, f) ∈ U × F : f = Lu} замкнут по квазинорме graphL‖u‖ =

U‖u‖+F ‖Lu‖.

Доказательство. (⇒) Пусть L замкнутый линейный оператор. Что-

бы показать, что его график graphL замкнут, покажем, что graphL

содержит все свои предельные точки.

Пусть (u, f) любая предельная точка для graphL. Тогда суще-
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ствует последовательность точек в graphL, {(un, Lun)}, где un ∈ D,

сходящихся к (u, f). Тогда

graphL‖(un, Lun)− (u, f)‖ → 0.

Поэтому

graphL‖(un − u, Lun − f)‖ → 0.

Следовательно

U‖un − u‖+F ‖Lun − f)‖ → 0.

Тогда

U‖un − u‖ → 0,F ‖Lun − f)‖ → 0.

Следовательно

un → u, Lun → f.

Поэтому

u ∈ D, Lun = f.

Следовательно

(u, f) ∈ graphL.

То есть любая предельная точка graphL принадлежит graphL. Сле-

довательно множество graphL замкнуто.

(⇐) Пусть график graphL замкнут. Покажем, что L – замкнутый

линейный оператор. Пусть un ∈ D, un → u и Lun → f .

Тогда нетрудно увидеть, что (u, f) является подмножеством graphL,

так что (u, f) ∈ graphL. Но graphL = graphL. Следовательно (u, f) ∈
graphL. Итак из определения graphL, имеем u ∈ D и f = Lu. Сле-

довательно L – замкнутый линейный оператор. •
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Теорема 1.3.2. Если оператор L ∈ L(U;F), то L – замкнутый

оператор.

Доказательство. Оператор L непрерывен, то есть для любой по-

следовательности {uk} ∈ U такой, что lim
k→∞

uk = u, выполняется

lim
k→∞

Luk = L(u). Откуда ясно, что график оператора L замкнут. •

Теорема 1.3.3. Пусть линейный оператор L : U → F замкнут и

область определения domL = U. Тогда L ∈ L(U;F).

Доказательство. Поскольку оператор L : U → F замкнут, то есть

∀{uk} ∈ U такой, что uk → u и L(uk) → v, следует, что u ∈ U и

L(u) = v. Получаем, что lim
k→∞

L(uk) = L( lim
k→∞

uk), а следовательно

lim
k→∞

L(uk) = Lu и lim
k→∞

uk = u. Что и дает нам определение непре-

рывного оператора L. •

Теорема 1.3.4. Пусть оператор L : U→ F и существует оператор

L−1 : F→ U. Тогда L−1 – замкнутый оператор.

Доказательство. Поскольку оператор L : U→ F замкнут, то есть

∀{uk} ∈ U такой, что lim
k→∞

uk = u и lim
k→∞

Luk = v, следует, что u ∈ U

и Lu = v.

Пусть Luk = vk, тогда lim
k→∞

vk = v. Откуда получаем, что u =

L−1v, а следовательно uk = L−1vk и lim
k→∞

L−1vk = L−1( lim
k→∞

vk) =

L−1(v).

Таким образом, получаем, что L−1 непрерывный оператор. Отку-

да в силу теоремы 1.3.1 ясно, что L−1 – замкнутый оператор. •
Линейный оператор L : U→ F называется плотно определенным,

если замыкание линеала domL = U. Линеал замкнутых плотно опре-

деленных операторов обозначим символом Cl(U;F).
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Пример 1.3.1. Пусть U = `m+2
q , F = `mq ; рассмотрим оператор Λ2u

= {λ2
kuk}, где {uk} ⊂ U, а монотонная последовательность {λk} ⊂

R+ такова, что lim
k→∞

λk = +∞. Как нетрудно видеть, оператор Λ2

∈ Cl(U;F), domΛ2 = `m+4
q , причем Λ2 : `m+4

q → `mq – топлинейный

изоморфизм.

Теорема 1.3.5. Пусть оператор L̃ ∈ Cl(U;F), и его квазинорма

‖L̃‖ = sup
u∈domM\{0}

F‖L̃u‖
U‖u‖

< +∞.

Тогда он единственным образом продолжим до оператора L ∈ L(U;F),

причем L(U;F)‖L‖ = ‖L̃‖.

Доказательство. Возьмем произвольную точку u0 ∈ U. Тогда су-

ществует последовательность {un} ⊂ domL, такая, что un → u0. То-

гда последовательность {Lun} фундаментальна и существует f0 ∈ F,

такой что {Lun} → f0. Причем, этот предел не зависит от выбора

последовательности. Положим L̃u0 = f0 = lim
n→∞

Lun и таким образом

доопределим по непрерывности оператор L.

Покажем непрерывность оператора L̃. Пусть u0, u
′
0 ∈ U, тогда

un → u0, u′n → u′0, un, u′n ∈ domL для всех n ∈ N.

Для любого v′ ∈ domL по любому ε > 0 можно выбрать δ > 0 так,

чтобы для любых v ∈ domL с условием U‖v′ − v‖ < δ выполнялось

F‖Lv′ − Lv‖ < ε. Если U‖u′0 − u0‖ < δ, то для достаточно больших

номеров n выполнено U‖u′n − un‖ < δ и, следовательно,

F‖Lu′n − Lun‖ < ε.

Переходя в этом неравенстве к пределу, получим F‖L̃u′0 − L̃u0‖ ≤ ε.

То есть оператор L̃ непрерывен на U.
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Единственность такого продолжения следует из единственности

предела. В дальнейшем такое продолжение будем обозначать также

как исходный оператор.

Равенство квазинорм выполняется по построению продолжения.

•

1.4. Функции линейных ограниченных операторов

Пусть F — квазибанахово пространство, L(F)(≡ L(F;F)) — ква-

зибанахово пространство линейных ограниченных операторов.

Теорема 1.4.1. [21] Пусть F — квазибанахово пространство, опе-

ратор M ∈ L(F) и L(F)‖M‖ < 1/C. Тогда оператор T = IF − M

непрерывно обратим и

L(F)‖T−1‖ ≤ C

1− C·L(F)‖M‖
,

где C — константа из определения квазинормы.

Определение 1.4.1. Точка λ ∈ C называется регулярной точкой

оператора M ∈L(F), если существует оператор Rλ(M) = (λI−M)−1

(резольвента оператораM). Множество регулярных точек ρ(M) опе-

ратора M называется резольвентным множеством оператора M .

Определение 1.4.2. Комплексное число λ, не являющееся регуляр-

ным называется спектральной точкой или спектральным значени-

ем оператора M . Множество спектральных точек σ(M) называется

спектром оператора M . Таким образом, σ(M) = C \ ρ(M).

Спектр всегда непуст, замкнут и лежит в круге |λ| ≤ C·L(F)‖M‖.
Точнее, спектр σ(M) лежит в круге, радиус которого равен C · rM ,
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где

rM = lim
n→∞

n

√
L(F)‖Mn‖.

При |λ| > C ·rM всегда существует резольвента и Rλ(M) =
∞∑
k=0

Mk

λk+1
.

Для резольвенты выполняется тождество Гильберта

Rλ(M)−Rµ(M) = (µ− λ)Rλ(M)Rµ(M), λ, µ ∈ ρ(M), (1.4.2)

которое проверяется непосредственно.

Теорема 1.4.2. [21] Пусть F – квазибанахово пространство, опе-

ратор M ∈ L(F). Тогда резольвентное множество ρ(M) открыто,

а резольвента Rλ(M) оператора M является аналитической функ-

цией переменной λ ∈ C в окрестности регулярной точки µ ∈ ρ(M),

причем для |µ− λ| < 1/(C·L(F)‖Rµ(M)‖) справедливо

Rλ(M) = Rµ(M) +
∞∑
k=1

(µ− λ)kRk+1
µ (M). (1.4.3)

Интегралы в квазибанаховых пространствах

Пусть F – квазибанахово пространство, функция f(t) определена

на [0, τ ] со значениями в F. Стандартным образом можно определить

интеграл Римана от функции f по отрезку [0, τ ]. При этом, если ин-

теграл существует как предел соответствующих интегральных сумм,

то функция f называется интегрируемой по Риману.

В [81, теорема 3.5.1] доказано, что интегрируемость непрерывной

функции имеет место только в локально-выпуклых пространствах.

Однако [81, теорема 3.5.2], если пространство F – квазисоболево про-

странство последовательностей, тогда любая аналитическая функ-

ция, определенная на [0, τ ] со значениями в F, интегрируема по Ри-

ману.
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Пусть D – некоторая область в C. Пусть вектор-функция f(z)

определена на D и принимает значения в квазибанаховом простран-

стве последовательностей F. Аналогично функции действительного

аргумента, будем говорить, что f(z) аналитична в D, если для лю-

бого z0 ∈ D существует окрестность Oz0, в которой функция f(z)

может быть представлена как сумма степенного ряда

f(z) =
∞∑
n=0

fn(z − z0)
n, fn ∈ F.

Степенной ряд вида
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n,

где a ∈ C, элементы cn ∈ F, будем называть рядом Лорана. Если

вектор-функция представима сходящимся рядом Лорана в некоторой

проколотой окрестности точки a ∈ C, то вычетом функции в этой

точке назовем коэффициент c−1 лорановского разложения. Класси-

фикацию изолированных особых точек будем понимать также, как

в теории функций комплексного переменного.

Интеграл от вектор-функции f(z) по замкнутому гладкому кон-

туру Γ ⊂ C будем понимать как сумму вычетов в изолированных

особых точках, лежащих внутри контура Γ, умноженную на коэффи-

циент 2πi. Очевидно, что для аналитических вектор-функций спра-

ведлива классическая теорема Коши о равенстве нулю интеграла по

замкнутому контуру.

Пусть M ∈ L(F), обозначим через KM класс всех функций ϕ(λ)

комплексного переменного, кусочно-аналитических на спектре σ(M).

Это означает, что функция ϕ ∈ KM , если она обладает следующими

свойствами:
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1) область определения функции ϕ(λ) состоит из конечного чис-

ла открытых связных компонент, объединение которых содержит

спектр σ(M) оператора M , причем каждая компонента содержит

по крайней мере одну точку спектра;

2) функция ϕ(λ) кусочно-аналитична, то есть аналитична в каж-

дой компоненте своей области определения.

Если две функции ϕ1(λ), ϕ2(λ) ∈ KM совпадают в некоторой

открытой окрестности спектра σ(M), то, очевидно, они будут ана-

литическим продолжением друг друга. Такие функции считаются

равными.

Для ϕ ∈ KM всегда найдется гладкий, сложный, вообще гово-

ря, контур ΓM , охватывающий спектр σ(M). Другими словами, ΓM

распадается на конечное число границ некоторых открытых мно-

жеств, объединение которых принадлежит области определения ϕ и

накрывает спектр σ(M), каждый из жордановых контуров "положи-

тельно" ориентирован, т. е. так, чтобы при движении в заданном на-

правлении по контуру соответствующее множество оставалось слева.

После этого положим для ϕ ∈ KM

ϕ(M) =
1

2πi

∮
ΓM

ϕ(λ)Rλ(M)dλ.

Из теоремы Коши следует независимость интеграла от выбора кон-

тура. В частности, операторная экспонента eMt и сам оператор M

задаются следующим образом:

eMt =
1

2πi

∮
ΓM

eλtRλ(M)dλ, M =
1

2πi

∮
ΓM

λRλ(M)dλ.

Рассмотрим операторM ∈ L(F), спектр которого образует несвяз-

ное множество. Замкнутую часть спектра, имеющую в нем замкнутое
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дополнение, называют спектральным множеством.

Предположим, что

σ(M) =
m⋃
k=1

σk(M),

где σk(M) (k = 1,m) – непересекающиеся спектральные множества.

Будем считать, что контур ΓM состоит из непересекающихся частей

Γk (k = 1,m), каждая из которых окружает областьGk, содержащую

соответствующее спектральное множество σk(M).

Зададим функции ϕk(λ) =

 1, если λ ∈ Gk,

0, если λ ∈ Gj, j 6= k.

Функции ϕk ∈ KM (k = 1,m), и поэтому имеют смысл операторы

Pk = ϕk(M) =
1

2πi

∮
ΓM

ϕk(λ)Rλ(M)dλ =
1

2πi

∮
ΓM

Rλ(M)dλ.

Последний интеграл в этом равенстве известен под названием инте-

грал Ф. Рисса.

Поскольку в области G =
m⋃
k=1

Gk выполняются соотношения

ϕk(λ)ϕj(λ) = δkjϕk(λ),

(δkj – символ Кронекера);
m∑
k=1

ϕk(λ) ≡ 1, справедливы равенства

PkPj = 0 (k 6= j); P 2
k = Pk;

m∑
k=1

Pk = I.

Пусть область D ограничена кусочно-гладкой кривой Γ, проходя-

щей через особую точку z = ∞. Обозначим через Kε круг ‖z‖ > 1
ε .

Через Dε обозначим область D, лежащую вне Kε, через Γε – часть

Γ, лежащую вне Kε, через γε – часть границы Kε, лежащую в Γ.
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Пусть функция f(z) аналитична в области D, за исключением

полюсов z1, z2, ..., zn, ... и непрерывна вплоть до границы, за исклю-

чением точки z = a. Если∫
γε

f(z)dz → 0 (ε→ 0),

то несобственный интеграл от f(z) по Γ определим следующим

образом ∫
Γ

f(z)dz = 2πi
∞∑
k=1

Resz=zkf(z),

при условии, что ряд в правой части сходится в квазибанаховом про-

странстве последовательностей.

1.5. Квазисоболевы пространства и квазиоператоры

Лапласа и Грина

Квазисоболевы пространства

Пусть
◦
W 1

2(Ω) — пространство Соболева, аW−1
2 — сопряженное к

нему относительно скалярного произведения 〈·, ·〉 в L2(Ω) простран-

ство с негативной нормой. Из теоремы вложения Соболева вытекает,

что
◦
W

1
2(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ W−1

2 (Ω). (1.5.1)

Также хорошо известно, что оператор Лапласа −∆, определяе-

мый формулой

−〈∆u, v〉 =
n∑

m=1

∫
Ω

uxmvxmdx,

задает топлинейный изоморфизм :

−∆ :
◦
W

1
2(Ω) → W−1

2 (Ω). (1.5.2)
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Далее, пусть {λk} ⊂ R+ — множество собственных значений опе-

ратора Лапласа −∆, занумерованное по неубыванию с учетом их

кратности. Построим пространства:

`1
2 =

{
u = {uk} :

∞∑
k=1

λk|uk|2 < +∞

}
,

`−1
2 =

{
u = {uk} :

∞∑
k=1

λ−1
k |uk|

2 < +∞

}

и отметим топлинейные изоморфизмы `1
2
∼=
◦
W 1

2(Ω), `−1
2
∼= W−1

2 (Ω), а

также плотность и непрерывность вложений

`1
2 ↪→ `2 ↪→ `−1

2 , (1.5.3)

вытекающие из (1.5.1). Отметим банаховость пространств `1
2 и `−1

2 с

нормами ‖u‖2
1 =

∞∑
k=1

λk|uk|2 и ‖v‖2
−1 =

∞∑
k=1

λ−1
k |vk|

2 соответственно.

Введем в рассмотрение квазиоператор Лапласа

Λu = {λkuk}. (1.5.4)

Поскольку ‖Λu‖−1 = ‖u‖1, то из (1.5.4) следует топлинейность изо-

морфизма Λ : `1
2 → `−1

2 , который, впрочем, легко получить из (1.5.2),

(1.5.3). Обратный к Λ оператор (квазиоператор Грина Λ−1) задается

формулой

Λ−1v = {λ−1
k vk}. (1.5.5)

Данная часть посвящена перенесению описанной выше идеологии

на квазибанаховы пространства `p, p ∈ (0, 1). Построим квазисобо-

левы пространства:

`1
p=

{
u={uk} :

∞∑
k=1

λ
p/2
k |uk|

p<+∞

}
,
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`−1
p =

{
u={uk} :

∞∑
k=1

λ
−p/2
k |uk|p<+∞

}
,

где {λk} ⊂ R+ — монотонно возрастающая последовательность та-

кая, что lim
k→∞

λk = +∞, а p ∈ (0, 1).

По аналогии с пространствами СоболеваWm
p введем в рассмотре-

ние квазисоболевы пространства

`mp =

{
u = {uk} ⊂ R :

∞∑
k=1

(
λ
m
2

k |uk|
)p
< +∞

}
,

где m ∈ R, p ∈ R+. Пространства `mp квазибанаховы при всех m ∈ R,

p ∈ R+ с квазинормой

m
p ‖u‖ =

( ∞∑
k=1

(
λ
m
2

k |uk|
)p)1/p

,

причем они тоже банаховы только если p ∈ [1,+∞). Если p ∈ (0, 1),

то константа C = 2(1−p)/p. Заметим еще, что если m = 0, то `0
p = `p.

Теорема 1.5.1. При всех p ∈ R+, m ∈ R, l ≤ m, имеют место

плотные и непрерывные вложения `mp ↪→ `lp.

Доказательство. Вложение `mp ⊂ `lp очевидно. Докажем плот-

ность вложения. Пусть u ∈ `p, тогда рассмотрим последовательность

{uk}, где

u1 = (u1, 0, 0, . . .), u2 = (u1, u2, 0, 0, . . .), . . .

. . . , uk = (u1, u2, . . . , uk, 0, 0, . . .), . . . .

Очевидно, {uk} ⊂ `mp , причем uk → u в квазинорме llp. Непре-

рывность вложения тоже очевидна.•

Теорема 1.5.2. При всех p ∈ R+, m ∈ R квазиоператор Лапласа

Λ : `m+2
p → `mp — топлинейный изоморфизм.
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Доказательство. Непрерывность оператора Λ очевидна –

m
p ‖Λu‖ =

( ∞∑
k=1

λ
(m/2)−1
k |uk|p

)1/p

= m+2
p ‖u‖.

Построим обратный оператор Λ−1u = λ−1
k uk (квазиоператор Гри-

на). Очевидно, ΛΛ−1u = u при всех u ∈ `−1
p , и Λ−1Λu = u при всех

u ∈ `mp . Далее,

m+2
p ‖Λ−1u‖ =

( ∞∑
k=1

λ
(m/2)+1
k |uk|p

)1/p

= m
p ‖u‖.•

Пример 1.5.1. Пусть U = `m+2
q , F = `mq ; Qn(λ) – многочлен степени

n. Рассмотрим оператор Qn(Λ)u = {Qn(λk)uk}, n ∈ N, где {uk} ⊂ U,

а монотонная последовательность {λk} ⊂ R+ такова, что lim
k→∞

λk =

+∞. Как нетрудно видеть, оператор Qn(Λ) ∈ Cl(U;F), domQn(Λ) =

`m+2n
q , причем Qn(Λ) :`m+2n

q → `mq – топлинейный изоморфизм.
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2. Вырожденные полугруппы операторов в квази-

соболевых пространствах

2.1. Относительные резольвенты

Пусть U и F – квазибанаховы пространства, операторы L ∈
L(U;F), M ∈ Cl(U;F). Рассмотрим L-резольвентное множество ρL(M) =

{µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F;U)} и L-спектр σL(M) = C \ ρL(M) опе-

ратора M.

Замечание 2.1.1. Если пространства U = F, а оператор L = I,

то ρL(M) и σL(M) совпадают с классическим определением резоль-

вентного множества и спектра оператора M соответственно.

Замечание 2.1.2. Если существует оператор L−1 ∈ L(F;U), то

L-резольвентное множество и L-спектр оператора M совпадают с

резольвентным множеством и спектром оператора L−1M (или опе-

ратора ML−1).

Замечание 2.1.3. Пусть пространства U = F. Если оператор L

непрерывно обратим, а оператор M = I, то ρL(M) = ρ(L−1) и

σL(M) = σ(L−1).

Лемма 2.1.1. Множество ρL(M) всегда открыто, и, следователь-

но, σL(M) всегда замкнут.

Доказательство. Пусть µ ∈ ρL(M), тогда из равенства

λL−M = (µL−M) + (λ− µ)L (2.1.1)

вытекает, что и круг

{λ ∈ C : |λ− µ| <
(
C·L(U)‖(µL−M)−1L‖

)−1} (2.1.2)
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с центром в точке µ тоже содержится в ρL(M).

Таким образом, множество ρL(M) открыто. Доказательство, что

σL(M) замкнут очевидно. •

Определение 2.1.1. Пусть ρL(M) 6= ∅, тогда оператор-функции

(µL−M)−1, RL
µ(M) = (µL−M)−1L и LLµ(M) = L(µL−M)−1 называ-

ются соответственно L-резольвентой, правой и левой L-резольвентами

оператора M.

Замечание 2.1.4. В случае, когда оператор L непрерывно обратим,

то правая (левая) L-резольвента оператораM совпадает с резольвен-

той оператора L−1M (ML−1).

Пусть µ ∈ ρL(M), тогда из тривиальных тождеств:

(λL−M)(µL−M)−1 = I + (λ− µ)L(µL−M)−1,

(µL−M)−1(λL−M) = I + (λ− µ)(µL−M)−1L (2.1.3)

справедливы L-резольвентные тождества, являющиеся аналогами тож-

дества Гильберта:

(λL−M)−1−(µL−M)−1 = (µ−λ)(µL−M)−1L(λL−M)−1, (2.1.4)

RL
λ(M)−RL

µ(M) = (µ− λ)RL
µ(M)RL

λ(M), (2.1.5)

LLλ(M)− LLµ(M) = (µ− λ)LLµ(M)LLλ(M). (2.1.6)

Отметим еще два полезных тождества:

LRL
µ(M) = LLµ(M)L, (2.1.7)

MRL
µ(M) = LLµ(M)M. (2.1.8)
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Лемма 2.1.2. [21]Пусть операторы L,M ∈ L(U;F), тогда L-резоль-

вента, правая и левая L-резольвенты оператора M непрерывны в

ρL(M).

Теорема 2.1.1. [21]Пусть операторы L,M ∈ L(U;F), тогда L-

резольвента, правая и левая L-резольвенты оператораM голоморф-

ны в ρL(M).

Замечание 2.1.5. В силу равенств (2.1.5)((2.1.6)), доказательство

того, что правая (левая) L-резольвенты оператора M голоморфны в

ρL(M) очевидно.

Замечание 2.1.6. Из тождеств (2.1.4) – (2.1.6)видно, что производ-

ными L-резольвенты, правой и левой L-резольвент будут, соответ-

ственно, функции −(µL−M)−1L(µL−M)−1, −(RL
µ(M))2,

− (LLµ(M))2.

Из тождеств (2.1.5), (2.1.6) вытекает также, что правые (левые)

L-резольвенты коммутируют. Отметим еще два полезных тождества:

L(µL−M)−1M = M(µL−M)−1L, (2.1.9)

получающееся из (2.1.3),

(µL−M)−1L(λL−M)−1 = (λL−M)−1L(µL−M)−1, (2.1.10)

следующее из (2.1.4). Они справедливы при любых λ, µ ∈ ρL(M).

Тождество (2.1.9) выполняется не только на линеале domM , но и на

всем пространстве U, если под записью (µL−M)−1M мы будем по-

нимать замыкание композиции операторовM и (µL−M)−1, равное,

как нетрудно заметить, оператору µRL
µ(M)− I.
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Лемма 2.1.3. Пусть λ, µ ∈ ρL(M), тогда

(i) kerRL
λ(M) = kerL, imRL

λ(M) = imRL
µ(M) ;

(ii) kerLLλ(M) = {Mϕ : ϕ ∈ kerL
⋂

domM}, imLLλ(M) = imLLµ(M).

Доказательство. (i) В силу линейности оператора (λL−M)−1

понятно, что kerL ⊂ kerRL
λ(M). Обратное включение также легко

получить. Пусть RL
λ(M)u = 0, тогда Lu = (λL−M)0 = 0.

Покажем, что imRL
λ(M) ⊂ imRL

µ(M). Пусть u ∈ imRL
λ(M), т.е.

∃f1 : RL
λ(M)f1 = u. В силу тождества (2.1.5)

u−RL
µ(M)f1 = (µ− λ)RL

µ(M)u.

Отсюда

RL
µ(M)(f1 + (µ− λ)u) = u.

То есть существует

f2 = f1 + (µ− λ)u,

что RL
µ(M)f2 = u⇒ u ∈ imRL

µ(M). Поменяв местами λ и µ, получим

обратное включение.

(ii) Если LLµ(M)f = 0, то Lv = 0, где v = (µL −M)−1f . Отсюда

f = (µL − M)v = Mu, где u = −v ∈ kerL. Докажем обратное

включение: f = Mu = M(−v) = (µL − M)v. Отсюда LLµ(M)f =

L(−u) = 0, так как u ∈ kerL. •

Определение 2.1.2. Пусть kerL 6= {0}, вектор ϕ0 ∈ kerL \ {0} бу-
дем называть собственным вектором оператора L. Упорядоченное

множество векторов {ϕ1, ϕ2, ...} называется цепочкойM -присоединенных

векторов собственного вектора ϕ0, если

Lϕq+1 = Mϕq, q = 0, 1, ..., ϕl 6∈ kerL \ {0}, l = 1, 2, ... (2.1.11)
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Порядковый номер вектора в цепочке будем называть его высотой.

Линейную оболочку собственных иM -присоединенных векторов опе-

ратора L назовем егоM -корневым линеалом.M -корневым простран-

ством будем называть замкнутый M -корневой линеал оператора L.

Замечание 2.1.7. Если существует оператор M−1 ∈ L(F;U), то

приведенная выше терминология совпадает со стандартной.

Замечание 2.1.8. Можно утверждать, что вектор ϕ является M -

присоединенным вектором высоты q оператора L точно тогда, когда

он является присоединенным вектором оператора RL
µ(M) той же вы-

соты q.

Замечание 2.1.9. ЦепочкаM -присоединенных векторов может быть

бесконечной. В частности, она может быть заполнена нулями, если

ϕ0 ∈ kerM
⋂

kerL. Но она будет конечной в случае существования

такого M -присоединенного вектора ϕq, что либо ϕq 6∈ domM , либо

Mϕq 6∈ imL.

Высоту q последнего M -присоединенного вектора в конечной це-

почке {ϕ0, ϕ1, ..., ϕq} будем называть длиной этой цепочки.

2.2. Относительно секториальный оператор

Пусть по-прежнему, пространства U и F квазибанаховы, операторы

L ∈ L(U;F), M ∈ Cl(U;F).

Определение 2.2.1. Оператор M называется секториальным от-

носительно оператора L (короче, L-секториальным), если существу-
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ют константы K > 0, a ∈ R, θ ∈ (π/2, π) такие, что сектор

SLa,θ(M) = {µ ∈ C : | arg(µ− a)| < θ, µ 6= a} ⊂ ρL(M), (2.2.1)

причем

max
{
L(U)

∥∥RL
µ(M)

∥∥ , L(F)

∥∥LLµ(M)
∥∥} ≤ K

|µ− a|
(2.2.2)

∀µ ∈ SLa,θ(M).

Замечание 2.2.1. L-секториальный оператор в терминологии [85]

является (L, 0)-секториальным.

Секториальным будем называть оператор S ∈ Cl(V), удовлетво-

ряющий необходимому и достаточному условиям аналитической вер-

сии теоремы Хилле-Иосиды-Феллера-Филлипса-Миядеры, т.е. для

которого выполняется:

∃a ∈ R, θ ∈
(π

2
, π
)
, K > 0 :

Sa,θ(S) = {µ ∈ C : | arg(µ− a)| < θ, µ 6= a} ⊂ ρ(S),

∀µ ∈ Sa,θ(S) L(V) ‖Rµ(S)‖ ≤ K

|µ− a|
, (2.2.3)

где ρ(S) – резольвентное множество, а Rµ(S) = (µI − S)−1 ∈ L(V) –

резольвента оператора S.

Замечание 2.2.2. Не теряя общности, можно положить a = 0 в

определении 2.1.1 (и в определении секториального оператора), так

как если a = b 6= 0 для оператора M ∈ Cl(U;F), то a = 0 для опера-

тора M̃ = M − bL ∈ Cl(U;F). Переобозначим M̃ = M, SL0,θ(M̃) =

SLθ (M).
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Замечание 2.2.3. Если существует оператор L−1 ∈ L(F;U), то

секториальность оператора L−1M ∈ Cl(U) (или, что равносильно,

оператора ML−1 ∈ Cl(F), поскольку Rµ(L−1M) = L−1Rµ(ML−1)L,

является необходимым и достаточным условием L-секториальности

оператора M . Оценка (2.2.2) следует из (2.2.3) и соотношений

RL
µ(M) = Rµ(L−1M), LLµ(M) = Rµ(ML−1).

Замечание 2.2.4. Если оператор M (L, σ)-ограничен и бесконеч-

ность – устранимая особая точка L-резольвенты (µL−M)−1, то опе-

ратор M L-секториален.

Лемма 2.2.1. Пусть операторM L-секториален. Тогда оператор

L не имеет M -присоединенных векторов.

Доказательство. Пусть ϕ – M -присоединенный вектор высоты

1 оператора L. Тогда, согласно замечанию 2.1.7, ϕ0 = RL
µ(M)ϕ, где

ϕ0 ∈ kerL \ {0}, а µ можно взять из сектора SLθ (M). Отсюда

U‖ϕ0‖ ≤ L(U)‖RL
µ(M)‖ × U‖ϕ‖ ≤

KU‖ϕ‖
|µ|

.

Устремляем |µ| → ∞, получаем ϕ0 = 0. Противоречие. •

Лемма 2.2.2. Пусть оператор M L-секториален. Тогда ∀µ ∈
ρL(M)

kerRL
µ(M) ∩ imRL

µ(M) = {0},

kerLLµ(M) ∩ imLLµ(M) = {0}.

Доказательство. Возьмем ненулевой вектор ϕ ∈ kerRL
µ(M) ∩

imRL
µ(M). Тогда ϕ = RL

µ(M)ψ при некотором ψ ∈ U. Следовательно,
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вектор ϕ в то же время является собственным вектором оператора

L. Значит RL
µ(M)ϕ = 0. Отсюда следует, что (RL

µ(M))2ψ = 0, т.е. ψ –

присоединенный вектор высоты оператора RL
µ(M). Используя заме-

чание 2.1.7 , получим, что ψ M -присоединенный вектор оператора

L, соответствующий собственному вектору ϕ. Это противоречит L-

секториальности оператора M (лемма 2.2.1).

Пусть вектор f ∈ kerLLµ(M) ∩ imLLµ(M), f 6= 0. Тогда f =

LLµ(M)g при некотором g ∈ F. Кроме того, LLµ(M)f = 0, отсюда

(LLµ(M))2g = 0. Поэтому (µL−M)−1g ∈ ker(RL
µ(M))2, т.е. собствен-

ный вектор или присоединенный вектор высоты 1. В силу леммы

2.2.1 это собственный вектор. Тогда RL
µ(M)(µL − M)−1g = 0. Это

означает, что f = (µL−M)0 = 0. Противоречие. •

Пример 2.2.1. Пусть здесь и далее U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R,

q ∈ R+, Qn (λ) =
∑n

i=0 ciλ
i и Rs (λ) =

∑s
j=0 djλ

j – многочлены с

действительными коэффициентами, не имеющие общих корней, сте-

пеней n и s, соответственно, причем n < s и dscn < 0. Построим

операторы L = Qn(Λ), M = Rs(Λ), как в примере 1.5.1.

Лемма 2.2.3. Оператор M из примера 2.2.1 L-секториален.

Доказательство. Очевидно, что L-спектр σL(M) оператора M

состоит из точек µk = Rs(λk)(Qn(λk))
−1, k ∈ N: λk – не корень мно-

гочлена Qn (λ), с учетом их кратности. Все точки относительного

спектра располагаются на действительной оси и сгущаются только

к −∞, то есть при a = max
k
µk, θ = π

2 + α, при фиксированном

α ∈ (0, π2 ), выполнено условие (2.2.1) из определения 2.2.1.

54



Далее,

m+2n
q ‖RL

µ(M)u‖q ≤ Cq
′∑ | < u, ek > |q · m+2n

q ‖ek‖q

|µ− µk|q
=

= Cq
′∑ | < u, ek > |q · (λk)

m+2n
2 q

|µ− µk|q
= Cq

′∑ 1

|µ− µk|q
(|uk|(λk)

m+2n
2 )q ≤

Cq 1

(sin θ)q|µ− a|q
′∑

(|uk|(λk)
m+2n

2 )q ≤ Cq 1

(sin θ)q|µ− a|q
· m+2n
q ‖u‖q.

Здесь и далее штрих у знака суммы означает отсутствие слагаемых с

такими номерами k, что λk – корень многочленаQn(λ), C – константа

из определения квазинормы, a = maxµk. Следовательно, условие

(2.2.2) из определения 2.2.1 также выполнено.•

2.3. Вырожденные голоморфные разрешающие

полугруппы

Уравнения

RL
α(M)u̇ = (αL−M)−1Mu (2.3.1)

и

LLα(M)ḟ = M(αL−M)−1f (2.3.2)

при α ∈ ρL(M), эквивалентные линейному уравнению соболевского

типа

Lu̇ = Mu, (2.3.3)

будем рассматривать в рамках уравнения в квазибанаховом про-

странстве V

Av̇ = Bv, (2.3.4)

где операторы A ∈ L(V), B ∈ Cl(V).
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Определение 2.3.1. Решением уравнения (2.3.4) будем называть

функцию v(t) ∈ C∞(R+;V), удовлетворяющую этому уравнению.

Определение 2.3.2. Отображение V • ∈ C∞(R+;L(V)) называет-

ся полугруппой разрешающих операторов (или просто разрешающей

полугруппой) уравнения (2.3.4), если

(i) V sV t = V s+t ∀s, t ∈ R+;

(ii) для любого v0 ∈ V функция v(t) = V tv0 будет решением этого

уравнения.

Замечание 2.3.1. Наличие единицы у полугруппы не постулирует-

ся.

Полугруппа {V t : t ∈ R+} называется
равномерно ограниченной, если

∃M > 0 ∀t > 0 L(U)‖V t‖ ≤M ;

аналитической, если она аналитически продолжима в некоторый

сектор, содержащий луч R+.

Теорема 2.3.1. Пусть операторы L, M такие, как в примере

2.2.1, причем Re µk ≤ 0. Тогда существует аналитическая в сек-

торе {τ ∈ C : | arg τ | < θ − π/2, τ 6= 0}, где θ из определения

2.2.1, и равномерно ограниченная разрешающая полугруппа {U t : t ∈
R+} ({F t : t ∈ R+}) уравнения (2.3.1) ((2.3.2)), причем задается

она интегралами типа Данфорда-Тейлора

U t =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµtdµ (2.3.5)
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(F t =
1

2πi

∫
Γ

LLµ(M)eµtdµ), (2.3.6)

где контур Γ удовлетворяет условию:

Γ ⊂ SLθ (M), arg µ→ ±θ при |µ| → ∞. (2.3.7)

Доказательство. Прежде всего отметим существование инте-

грала (2.3.5). Так как

m+2n
q ‖ 1

2πi

∫
γρ

RL
µ(M)eµtudµ‖ ≤

≤ C(
∑
|µk|> 1

ρ

eReµkqt| < u, ek > |q · m+2n
q ‖ek‖q)1/q ≤

≤ Ce−
1
ρ t(
∑
| < u, ek > |q·(λk)

m+2n
2 q)1/q = Ce−

1
ρ t·m+2n

q ‖u‖ → 0 при ρ→ 0,

и
m+2n
q ‖U tu‖ = (m+2n

q ‖ 1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµtdµ‖)1/q ≤

≤ C(
′∑
eReµkqt| < u, ek > |q · m+2n

q ‖ek‖q)1/q =

= C(
′∑
eReµkqt| < u, ek > |q · (λk)

m+2n
2 q)1/q,

а последний ряд сходится, в силу Reµkt < 0 при достаточно больших

|µk|, t > 0, то интеграл U t существует. Возможность аналитического

продолжения этого интеграла в сектор {τ ∈ C : |argτ | < θ − π
2 , τ 6=

0} легко выводится из неравенства cos(argµ + argτ) < 0. Проверим

выполнение условия (i) определения 2.3.2.

U s+tu =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµ(s+t)dµ =

′∑
eµk(s+t) < u, ek > ek =
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=
′∑
eµkseµkt < u, ek > ek.

С другой стороны,

U sU tu =
′∑
k

eµks <
∑
j

eµjt < u, ej > ej, ek > ek =

=
′∑
k

eµkseµkt < u, ek > ek.

Проверим выполнение условия (ii) определения 2.3.2. Возьмем про-

извольный u ∈ U и проверим, что U tu является решением уравнения

(2.3.1).

RL
α(M)U̇ tu =

′∑
k

<
∑

j e
µjtµj < u, ej > ej, ek >

α− µk
ek =

=
′∑
k

eµktµk < u, ek >

α− µk
ek =

′∑
k

eµkt R(λk)
Q(λk) < u, ek >

α− R(λk)
Q(λk)

ek =

=
′∑
k

eµkt R(λk)
Q(λk) < u, ek >

α− R(λk)
Q(λk)

ek =
′∑
k

eµktR(λk) < u, ek >

αQ(λk)−R(λk)
ek =

= (αL−M)−1Mu.

Установим равномерную ограниченность:

m+2n
q ‖U tu‖ ≤ C(

′∑
eReµkqt| < u, ek > |q · (λk)

m+2n
2 q)1/q,

≤ C(
′∑
eReµkqt| < u, ek > |q · m+2n

q ‖ek‖q)1/q ≤

≤ Cemax Reµkqt(
′∑
| < u, ek > |q · m+2n

q ‖ek‖q)1/q ≤

≤ Cm+2n
q ‖u‖.
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Следовательно,

L(U)‖U t‖ ≤ C.•

Замечание 2.3.2. Если отказаться от ограничения Re µk ≤ 0 (в

этом случае константа a 6= 0 в определении L-ограниченности), то

полугруппой уравнения Lu̇ = Mu будет

{W t = eatU t =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)e(µ+a)tdµ : t ∈ R+}.

Соответственно, для этой полугруппы вместо равномерной ограни-

ченности будет иметь место экспоненциальная оценка

∀t > 0 L(U)‖W t‖ ≤Mebt.

Доказательство.

m+2n
q ‖W tu‖ = eat(m+2n

q ‖ 1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµtdµ‖)1/q ≤

≤ Ceat(
′∑
eReµkqt| < u, ek > |q · m+2n

q ‖ek‖q)1/q =

= Ce(a+max Reµk)t(
′∑
| < u, ek > |q · (λk)

m+2n
2 q)1/q ≤,

≤ Ce(a+max Reµk)t · m+2n
q ‖u‖.

Следовательно,

∀t > 0 L(U)‖W t‖ ≤ Cebt.•

Замечание 2.3.3. Если оператор степени многочленов n = s, то

операторM (L, σ)-ограничен, и∞ – устранимая особая точка либо

полюс порядка p L-резольвенты оператора M . Тогда полугруппы

(2.3.5),(2.3.6) продолжаются до аналитических групп [21].
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Замечание 2.3.4. В условиях теоремы 2.3.1 очевидны следующие

соотношения:

LU tu = F tLu ∀u ∈ U,

MU tu = F tMu ∀u ∈ domM ∀t ∈ R+

(второе следует из тождества (2.1.9)).

Из представлений (2.3.5), (2.3.6) разрешающих полугрупп уравне-

ний (2.3.1), (2.3.2), видно, что их операторы имеют нетривиальные

ядра kerU t ⊃ kerRL
µ(M), kerF t ⊃ kerLLµ(M) ∀t ∈ R+.

Определение 2.3.3. Ядром аналитической полугруппы {V t : t ∈
R+} будем называть множество

kerV • = {ϕ ∈ V : ∃t ∈ R+ V tϕ = 0}.

Образом этой полугруппы будем называть множество

imV • = {v ∈ V : lim
t→0+

V tv = v}.

Замечание 2.3.5. Из аналитичности полугруппы kerV • = kerV t ∀t ∈
R+. Действительно, по определению kerV • =

⋃
t>0

kerV t. Докажем,

что kerV t1 = kerV t2 ∀t2 > t1 > 0. Так как V t2 = V t2−t1V t1, то

kerV t1 ⊂ kerV t2. Пусть u ∈ kerV t2, рассмотрим функцию v(t) =

V tu. Она аналитическая в секторе, содержащем R+, и равна нулю

при t ≥ t2 (по доказанному). По теореме о единственности аналити-

ческой функции v(t) ≡ 0 во всем секторе.

Из последнего замечания видно, что ядро аналитической полу-

группы является подпространством.

60



Лемма 2.3.1. Для аналитической полугруппы {V t : t ∈ R+} имеем
kerV • ∩ imV • = {0}.

Доказательство. Пусть v ∈ kerV •∩ imV •. Тогда в силу замеча-

ния 2.3.5 ∀t > 0 V tv = 0. Поэтому v = lim
t→0+

V tv = 0.•

Обозначим U0 = kerU •, F0 = kerF • и через L0 (M0) обозначим

сужение оператора L (M) на U0 (U0 ∩ domM).

Лемма 2.3.2. В условиях теоремы 2.3.1

операторы L0 ∈ L(kerU •; kerF •), M0 : kerU • ∩ domM → kerF •.

Доказательство. Из замечания 2.3.4 следует, что если U tu =

0, то 0 = LU tu = F tLu (0 = MU tu = F tMu) ∀t ∈ R+ ∀u ∈
U (∀u ∈ domM). •

Через σL0 (M), как и прежде, будем обозначать L0-спектр опера-

тора M0.

Лемма 2.3.3. В условиях теоремы 2.3.1 σL0 (M) = {∞}.

Доказательство. Возьмем λ ∈ C. Рассмотрим оператор

(λL0 −M0)
−1 =

∑
λk∈kerQ

< ·, ek >
λQ(λk)−R(λk)

ek. (2.3.8)

Для f ∈ F0 имеем

m
q ‖(λL0 −M0)

−1f‖ = m
q ‖

∑
λk∈kerQ

< f, ek >

λQ(λk)−R(λk)
ek‖ ≤

≤ C(
∑

λk∈kerQ

| < f, ek > |q

|λQ(λk)−R(λk)|q
m
q ‖ek‖q)1/q ≤

≤ C(
∑

λk∈kerQ

| < f, ek > |q

|λQ(λk)−R(λk)|q
m
q ‖ek‖q)1/q ≤
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≤ C max
λk∈kerQ

1

|λQ(λk)−R(λk)|
(
∑

λk∈kerQ

|fk|q (λk)
m
2 q)1/q ≤ const m

q ‖f‖

Следовательно, оператор (2.3.8) ограничен. Далее, пусть ϕ ∈ U0.

Тогда ∑
λk∈kerQ

< (λL0 −M0)ϕ, ek >

λQ(λk)−R(λk)
ek =

∑
λk∈kerQ

<
∑

λj∈kerQ

(λQ(λj)−R(λj)) < ϕ, ej > ej, ek >

λQ(λk)−R(λk)
ek =

∑
λk∈kerQ

(λQ(λk)−R(λk)) < ϕ, ek >

λQ(λk)−R(λk)
ek =

∑
λk∈kerQ

< ϕ, ek > ek = ϕ.

Аналогично для f ∈ F0 можно показать, что

(λL0 −M0)
∑

λk∈kerQ

< f, ek >

λQ(λk)−R(λk)
ek = f

Следовательно, оператор (2.3.8) является обратным к λL0−M0. Кон-

тур Γ, удовлетворяющий (2.3.7), в силу аналитичности используемых

ниже подынтегральных функций мы можем выбрать лежащим "пра-

вее" точки λ. Тогда при любых ϕ ∈ kerU •∩domM, f ∈ kerF •, t ∈
R+

1

2πi

∫
Γ

(µL−M)−1e(µ−λ)t

µ− λ
(λL−M)ϕdµ =

1

2πi

∫
Γ

e(µ−λ)tϕ

µ− λ
dµ− 1

2πi

∫
Γ

(µL−M)−1Le(µ−λ)tϕdµ = ϕ−e−λtU tϕ = ϕ,

(λL−M)
1

2πi

∫
Γ

(µL−M)−1e(µ−λ)t

µ− λ
fdµ =
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1

2πi

∫
Γ

e(µ−λ)t

µ− λ
fdµ− e−λt

2πi

∫
Γ

L(µL−M)−1eµtfdµ = f − e−λtF tf = f

в силу теоремы Коши.

Таким образом, ∀λ ∈ C существует оператор

(λL0 −M0)
−1 ∈ L(F0;U0).•

Следствие 2.3.1. В условиях теоремы 2.3.1 существует оператор

M−1
0 ∈ L(F0;U0).

Доказательство. Достаточно взять в предыдущей лемме λ = 0.

При этом

(M0)
−1 =

∑
λk∈kerQ

< ·, ek >
R(λk)

ek. (2.3.9)

•

Теорема 2.3.2. В условиях теоремы 2.3.1

kerRL
µ(M) = U0, kerLLµ(M) = F0.

Доказательство. Возьмем ϕ ∈ kerRL
µ(M)\{0}, т.е. ϕ – собствен-

ный вектор оператора L. Понятно, что собственный вектор, согласно

(2.3.5), принадлежит kerU •. Итак, kerRL
µ(M) ⊂ kerU •. Докажем об-

ратное включение. Рассмотрим вектор ψ = RL
µ(M)ϕ, где ϕ ∈ kerU •.

В силу лемм 2.3.2, 2.3.3 ψ = RL0
µ (M0)ϕ ∈ kerU •, поэтому по лемме

2.3.4

0 = lim
t→0+

U tψ = ψ = RL
µ(M)ϕ.

Таким образом, вектор ϕ ∈ U0. Следовательно, kerRL
µ(M) = U0.
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Теперь возьмем f ∈ kerLLµ(M). Тогда f = Mϕ, где ϕ ∈ kerLLµ(M)∩
domM . Из замечания 2.3.4 получим ∀t ∈ R+

F tf = F tMϕ = MU tϕ = M0 = 0

по доказанному. Таким образом, f ∈ kerF •, F0 ⊂ kerF •.

Теперь пусть f ∈ kerF •, тогда M−1
0 f = ϕ ∈ kerU • = kerLLµ(M).

Поэтому

LLµ(M)f = LLµ(M)M0ϕ = MRL
µ(M)ϕ = 0.•

Замечание 2.3.6. В условиях теоремы 2.3.1 операторы H = M−1
0 L0

и J = L0M
−1
0 равны O.

Лемма 2.3.4. В условиях теоремы 2.3.1 ∀u ∈ imRL
µ(M) (∀f ∈

imLLµ(M)) lim
t→0+

U tu = u ( lim
t→0+

F tf = f).

Доказательство. Возьмем произвольный вектор u = RL
µ(M)v,

µ ∈ SLθ . Тогда в силу L-резольвентного тождества (2.1.5)

U tu =
1

2πi

∫
Γ

RL
λ(M)eλtdλRL

µ(M)v =

=
1

2πi

∫
Γ

RL
λ(M)v

µ− λ
eλtdλ+RL

µ(M)
1

2πi

∫
Γ

eλtv

λ− µ
dλ,

при этом второй интеграл справа равен нулю по теореме Коши.

Устремляя t→ 0+, получим

lim
t→0+

U tu =
1

2πi

∫
Γ

RL
λ(M)v

µ− λ
dλ = RL

µ(M)v = u,

так как последний интеграл равен вычету функции RL
λ(M)v (контур

обходим в отрицательном направлении).

64



(Утверждение о полугруппе {F t : t ∈ R+} доказывается анало-

гично.) •

Замыкание образа imRL
µ(M) (imLLµ(M)) правой (левой) L-резоль-

венты в норме пространства U (F) обозначим через U1 (F1).

Теорема 2.3.3. В условиях теоремы 2.3.1 imU • = U1, imF • = F1.

Доказательство. Согласно лемме 2.3.4 imRL
µ(M) ⊂ imU •. А

так как предел lim
t→0+

U tu = u существует на плотном в U1 линеале

imRL
µ(M), в силу равномерной ограниченности полугруппы из тео-

ремы Банаха – Штейнгауза вытекает существование этого предела

во всем U1, то есть U1 ⊂ imU •.

В соответствии с теоремой Коши и L-резольвентным тождеством

U tu =
1

2πi

∫
Γ

RL
λ(M)eλtudλ =

1

2πi

∫
Γ

RL
λ(M)eλtudλ−

1

2πi

∫
Γ

RL
µ0

(M)eλtudλ =
1

2πi
RL
µ0

(M)

∫
Γ

(µ0 − λ)RL
λ(M)eλtudλ

∀µ0 ∈ ρL(M). Таким образом, ∀t > 0 imU t ⊂ imRL
(µ,p)(M). Значит,

imU • ⊂ U1.

Утверждение об образе полугруппы imF • доказывается аналогич-

но. •

Следовательно, образы полугрупп являются подпространствами,

и мы можем определить операторы

L1 = L

∣∣∣∣
U1

, M1 = M

∣∣∣∣
U1∩domM

.

Лемма 2.3.5. В условиях теоремы 2.3.1 L1 ∈ L(U1;F1).
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Доказательство. Пусть u = lim
t→0+

U tu. Тогда в силу непрерывно-

сти оператора L и замечания 2.3.4

Lu = L lim
t→0+

U tu = lim
t→0+

LU tu = lim
t→0+

F tLu,

что и требовалось. •

Замечание 2.3.7. В силу леммы 2.3.1 и теорем 2.3.2, 2.3.3

U0 ∩ U1 = {0}, F0 ∩ F1 = {0}.

Введем обозначения:

Ũ = U0 ⊕ U1, F̃ = F0 ⊕ F1,

∀t > 0 Ũ t = U t

∣∣∣∣
Ũ

, F̃ t = F t

∣∣∣∣
F̃

.

Лемма 2.3.6. В условиях теоремы 2.3.1

Ũ = U0 ⊕ U1, F̃ = F0 ⊕ F1.

Доказательство. Покажем, что оператор P̃ = s− lim
t→0+

Ũ t – про-

ектор. Он непрерывен по теореме Банаха-Штейнгауза, так как по-

лугруппа равномерно ограничена, а множество U0 ⊕ U1, на котором

заведомо определен P̃ в силу теорем 2.3.2, 2.3.3, плотно в простран-

стве Ũ.

Далее, из непрерывности оператора P̃ получим

∀u ∈ Ũ P̃ 2u = P̃ lim
k→∞

P̃ (u0
k + u1

k) = P̃ lim
k→∞

u1
k

= lim
k→∞

P̃ u1
k + lim

k→∞
P̃ u0

k = Pu.

Здесь ulk ∈ Ul, l = 0, 1.
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Для u ∈ U0 P̃ u = 0. Пусть u ∈ ker P̃ , т.е.

0 = P̃ u = lim
k→∞

P̃ (u0
k + u1

k) = lim
k→∞

u1
k.

Поэтому u = lim
k→∞

u0
k ∈ U0, так как U0 замкнуто.

В силу теоремы 2.3.3 U1 ⊂ imP̃ . Возьмем вектор u ∈ imP̃ . Тогда

при некотором v ∈ Ũ u = P̃ v. С учетом доказанной выше идемпо-

тентности оператора P̃ получим

P̃ u = P̃ 2v = P̃ v = u.

Отсюда imP ⊂ U1.

Для пространства F̃ лемма доказывается аналогично с использо-

ванием проектора

Q̃ = s− lim
t→0+

F̃ t.•

Замечание 2.3.8. Из теорем 2.3.2, 2.3.3, замечания 2.3.5 и леммы

2.3.6 следует, что для полугруппы {Ũ t : t ∈ R+} ({F̃ t : t ∈ R+})
можно определить единицу

Ũ 0 = P̃ = s− lim
t→0+

U t ∈ L(Ũ) (F̃ 0 = Q̃ = s− lim
t→0+

F t ∈ L(F̃),

которая будет проектором на Ũ1 (F̃1) вдоль Ũ0 (F̃0).

2.4. Обобщенная задача Шоуолтера – Сидорова для эво-

люционного уравнения соболевского типа в квазисоболевых

пространствах

Пусть, как и прежде, U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+, Qn (λ) =

n∑
i=0

ciλ
i и Rs (λ) =

∑s
j=0 djλ

j – многочлены с действительными ко-
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эффициентами, не имеющие общих корней, степеней n и s, соответ-

ственно, причем n < s и dscn < 0, операторы L = Qn(Λ),M = Rs(Λ),

как в примере 1.5.1. Для пары уравнений

RL
α(M)u̇ = (αL−M)−1Mu (2.4.1)

и

LLα(M)ḟ = M(αL−M)−1f (2.4.2)

при α ∈ SLθ (M), эквивалентных линейному уравнению соболевского

типа

Lu̇ = Mu, (2.4.3)

поставим обобщенные задачи Шоуолтера – Сидорова

lim
t→0+

RL
α(M)(u(t)− u0) = 0, (2.4.4)

lim
t→0+

LLα(M)(f(t)− f0) = 0, (2.4.5)

соответственно.

Замечание 2.4.1. Условие (2.4.4) эквивалентно

lim
t→0+

L(u(t)− u0) = 0, (2.4.6)

Теорема 2.4.1. Для любого u0 ∈ U (f0 ∈ F) существует един-

ственное решение задачи (2.4.1),(2.4.4) ( (2.4.2),(2.4.5)).

Доказательство. Пусть u0 ∈ U. Тогда по теореме 2.3.1 вектор-

функция u(t) = U tu0 является решением уравнения (2.4.1). Прове-

рим выполнение условия (2.4.4). Имеем

m+2n
q ‖L(u(t)− u0)‖ =

= m+2n
q ‖

′∑
Q(λk)e

µkt < u0, ek > ek −
∑

Q(λk) < u0, ek > ek‖ =
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= m+2n
q ‖

′∑
Q(λk)(e

µkt − I) < u0, ek > ek‖ ≤

≤ C(
′∑
|Q(λk)|q|eµkt − I|q|u0k|q m+2n

q ‖ek‖q)1/q.

Так как eµkt − I ∼ µkt при t→ 0+, то сходимость последнего ряда

равносильна сходимости ряда

C(
′∑
|Q(λk)|q|µkt|q|u0k|q m+2n

q ‖ek‖q)1/q =

= Ct(
′∑
|R(λk)u0k|qλ

m+2
2 q

k )1/q ≤

≤ Ctm+2n
q ‖Mu0‖.

Устремляя t→ 0+, получим lim
t→0+

L(u(t)− u0) = 0.

Установим единственность решения. Пусть v = v(t) – другое ре-

шение задачи. Зафиксируем t ∈ R+ и на [0, t] построим вектор-

функцию переменной s

w(s) = RL
α(M)U t−sv(s).

По построению w ∈ C[0, t] ∩ C1(0, t), кроме того

lim
s→0+

w(s) = lim
s→0+

RL
α(M)U t−sv(s) = RL

α(M)U tu0.

и

ẇ(s) =
1

2πi

∫
Γ

RL
α(M)(µL−M)−1 (Lv̇(s)−Mv(s)) eµ(t−s)dµ = 0.

То есть w(s) = const. Следовательно, RL
α(M)(U tu0 − v(t)) = 0. Зна-

чит, U tu0 − v(t) ∈ kerRL
α(M) ∀t ∈ R+. Далее, так как

0 = RL
α(M)

d

dt
(U tu0 − v(t)) = (αL−M)−1M(U tu0 − v(t)),

то U tu0 = v(t) ∀t ∈ R+. •
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2.5. Фазовое пространство эволюционного уравнения собо-

левского типа в квазисоболевых пространствах

Рассмотрим задачу Коши

v(0) = v0 (2.5.1)

для линейного уравнения

Av̇ = Bv, (2.5.2)

Решением задачи (2.5.1),(2.5.2) назовем функцию v ∈ C1(R+;V)∩
C(R+;V), удовлетворяющую уравнению (2.5.2) и условию (2.5.1).

Определение 2.5.1. Множество P ⊂ V называется фазовым про-

странством уравнения (2.5.2), если

(i) любое решение v(t) уравнения (2.5.2) лежит в P, т.е. v(t) ∈
P ∀t ≥ 0;

(ii) для любого v0 ∈ P существует единственное решение задачи

(2.5.1),(2.5.2).

Пусть, как и прежде, U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+,

Qn (λ) =
n∑
i=0

ciλ
i и Rs (λ) =

∑s
j=0 djλ

j – многочлены с действитель-

ными коэффициентами, не имеющие общих корней, степеней n и s,

соответственно, причем n < s и dscn < 0, операторы L = Qn(Λ),

M = Rs(Λ).

Теорема 2.5.1.Множество U1 = imRL
µ(M) = imU • (F1 = imLLµ(M) =

imF •) является фазовым пространством уравнения (2.4.1) ( (2.4.2)).

Доказательство. Покажем, что если u(t) – решение уравнения

(2.4.1), то u(t) ∈ U1 ∀t ≥ 0. Так как u(t) – решение уравнения
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(2.4.1), то

RL
α(M)u̇ = (αL−M)−1Mu = αRL

α(M)u− u

в силу тождества (2.1.3). Тогда

u = RL
α(M)(αu− u̇).

То есть u(t) ∈ imRL
α(M), и, следовательно, u(t) ∈ U1 ∀t ≥ 0.

Пусть u0 ∈ U1. В силу теорем 2.3.3, 2.4.1 вектор-функция u(t) =

U tu0 является единственным решением задачи u(0) = u0 для урав-

нения (2.4.1).

(Утверждение теоремы относительно уравнения (2.4.2) доказыва-

ется аналогично.) •

Замечание 2.5.1. Фазовое пространство U1 уравнения (2.4.1) сов-

падает с фазовым пространством уравнения (2.4.3).

Определение 2.5.2. Операторы

P = s− lim
t→0+

U t ∈ L(U), Q = s− lim
t→0+

F t ∈ L(F),

называются единицами полугрупп {U t : t ∈ R+}, {F t : t ∈ R+},
соответственно.

Замечание 2.5.2. Единица полугруппы является проектором.

Действительно, для любого u ∈ U

P 2u = lim
τ→0+

U τ lim
t→0+

U tu = lim
τ→0+

lim
t→0+

U τU tu =

lim
τ→0+

lim
t→0+

U τ+tu = lim
τ→0+

U τu = Pu.
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Здесь мы использовали полугрупповое свойство и сильную непре-

рывность полугруппы {U t : t ∈ R+}.

Определение 2.5.3. ОператорM называется сильно L-секториальным

справа (слева), если он L-секториален и при λ, µ ∈ SLθ (M)

U‖RL
µ(M)(λL−M)−1Mu‖ ≤ const(u)

|λ||µ|

при любом u ∈ domM

(существует плотный в F линеал
◦
F такой, что

F‖M(λL−M)−1LLµ(M)f‖ ≤ const(f)

|λ|
p∏

k=0

|µk|

при любом f ∈
◦
F).

Теорема 2.5.2. Пусть операторы M и L такие, как выше. Тогда

существует единица полугруппы {U t : t ∈ R+} ({F t : t ∈ R+}).

Доказательство. Докажем, прежде всего, что операторM силь-

но L-секториален справа (слева). Пусть u ∈ domM , λ, µ ∈ SLθ (M).

U‖RL
µ(M)(λL−M)−1Mu‖ = m+2n

q ‖
′∑ R(λk) < u, ek >

(µ− µk)(λ− µk)Q(λk)
ek‖ ≤

≤ C(
′∑ |µk|q|uk|q

|µ− µk|q|λ− µk|q
m+2n
q ‖ek‖)1/q ≤

≤ const(u)

|µ||λ|
,

где

const(u) =
C

sin2 θ
(
′∑
|µk|q|uk|q(λk)

m+2n
2 q)1/q ∼ C

sin2 θ

|ds|
|cn|

m+2s
q ‖u‖ <∞,
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так как

|µk| ∼
|ds|
|cn|
|λ|s−n при k →∞.

Пусть u ∈ domM, s > t > 0. Тогда

U su− U tu = U t 1

2πi

∫
Γ

(
RL
λ(M)− I

λ

)
ueλ(s−t)dλ =

= U t 1

2πi

∫
Γ

(λL−M)−1eλ(s−t)Mu
dλ

λ
=

= (2πi)−2

∫
Γ0

∫
Γ

RL
µ(M)(λL−M)−1Mueµt+λ(s−t)dλ

λ
dµ,

где контур Γ0 удовлетворяет (2.3.7); находится "правее" Γ. Сделаем

замены µt = ν, λ(s− t) = ν1. Очевидно, новые контуры интегриро-

вания можно выбрать независящими от s и t. Обозначим эти контуры

теми же символами Γ0,Γ. В следствие сильной L-секториальности

оператора M

U

∥∥(ν1L− tM)−1L(νL− (s− t)M)−1Mu
∥∥ ≤ const(u)

|ν||ν1|
.

Поэтому U‖(U s−U t)u‖ ≤ (s− t)const(u) для любого u ∈ domM . Так

как пространство U квазибанахово, множество domM плотно в U, а

полугруппа {U t : t ∈ R+} равномерно ограничена, получаем

P = s− lim
t→0+

U t ∈ L(U).

(Существование предела

Q = s− lim
t→0+

F t ∈ L(F)

доказывается аналогично.) •

Следствие 2.5.1. В условиях теоремы 2.5.2 U = U0 ⊕ U1 (F =

F0 ⊕ F1).
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Доказательство. Докажем, что kerP = kerU •, imP = imU •.

Пусть u ∈ kerU •. Тогда в силу замечания 2.3.5 U tu = 0 ∀t ∈ R+.

Поэтому Pu = lim
t→0+

U tu = 0, т.е. kerU • ⊂ kerP . Если Pu = 0, то

U tu = lim
s→0+

U t+su = U tPu = 0 вследствие сильной непрерывности

полугруппы и того, что U t ∈ L(U). Поэтому kerP = kerU •.

Образ полугруппы imU • ⊂ imP по определению 2.3.3. Пусть u =

Pv, тогда Pu = P 2v = Pv = u в силу замечания 2.5.2, т.е. imP ⊂
imU • согласно определению образа полугруппы.

(Равенство kerQ = kerF •, imQ = imF • доказывается аналогич-

но.) •
В соответствии с замечанием 2.5.2 оператор P (Q) – проектор,

т.е. U = kerP ⊕ imP = kerU •⊕ imU • = U0⊕U1 (F = kerQ⊕ imQ =

kerF • ⊕ imF • = F0 ⊕ F1) в силу теорем 2.3.2, 2.3.3.

Замечание 2.5.3. В силу леммы 2.3.6

Ũ = U, P̃ = P (F̃ = F, Q̃ = Q).

Замечание 2.5.4. Если существует оператор L−1 ∈ L(F;U), то фа-

зовым пространством уравнений (2.4.1), (2.4.3) (уравнения (2.4.2))

является U (F), так как тогда U0 = {0} (F0 = {0}).

Следствие 2.5.2. В условиях теоремы 2.5.2

(i) ∀u ∈ U LPu = QLu ;

(ii) ∀u ∈ domM Pu ∈ domM, MPu = QMu.

Доказательство. Возьмем произвольный вектор u ∈ domM . С

учетом замкнутости оператора M , замечания 2.3.4 и того,что суще-
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ствуют пределы

lim
t→0+

U tu = Pu и lim
t→0+

MU tu = lim
t→0+

F tMu = QMu,

следует второе утверждение леммы.

Утверждение (i) доказывается аналогично, но более просто в силу

непрерывности оператора L.•

Напомним, что Lk = L

∣∣∣∣
Uk
, Mk = M

∣∣∣∣
domMk

, domMk = domM ∩

Uk, k = 0, 1.

Следствие 2.5.3. В условиях теоремы 2.5.2 операторы

M0 ∈ Cl(U0;F0) биективен;

M1 ∈ Cl(U1;F1).

Доказательство. О том, что imM0 ⊂ F0 говорилось в лемме

2.3.2. В силу следствия 2.3.1, операторM0 : domM0 → F0 инъективен

и сюръективен.

Возьмем u ∈ domM1.

M1u = M1Pu = QM1u

согласно следствию 2.5.2. Поэтому M1u ∈ F1.

Для того, чтобы доказать плотную определенность оператора Mk

в пространстве Uk, k = 0, 1, достаточно лишь сильной L-секториальности

справа оператораM . Действительно, в силу плотности линеала domM

∀u ∈ U1 ∃{uk}∞k=1 ⊂ domM : uk → u при k →∞.

Поэтому существует последовательность

{vk}∞k=1 = {Puk}∞k=1 ⊂ domM1 : vk → Pu = u
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в силу следствия 2.5.2 (ii) и того, что P – проектор на U1.

Плотность линеала domM0 в пространстве U0 доказывается ана-

логично с использованием проектора I − P.•

2.6. Существование обратного оператора

Пусть, как и прежде, U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+, Qn (λ) =

n∑
i=0

ciλ
i и Rs (λ) =

∑s
j=0 djλ

j – многочлены с действительными ко-

эффициентами, не имеющие общих корней, степеней n и s, соответ-

ственно, причем n < s и dscn < 0, операторы L = Qn(Λ),M = Rs(Λ).

Тогда оператор M сильно L-секториален. Тогда в силу леммы

2.3.5 оператор L1 ∈ L(U1;F1). В этом параграфе мы докажем суще-

ствование оператора L−1
1 ∈ L(F1;U1).

Интегралом типа Данфорда-Тейлора определим семейство опера-

торов {Rt : t ∈ R+}

Rt =
1

2πi

∫
Γ

(µL−M)−1eµtdµ, (2.6.1)

где контур Γ удовлетворяет (2.3.7).

Лемма 2.6.1. Cемейство операторов {Rt : t ∈ R+}, определяемое
соотношением (2.6.1), аналитично в секторе {τ ∈ C : | arg τ | <
θ − π/2}.

Доказательство. В силу (2.3.7)

∃N > 0 ∀µ ∈ Γ : |µ| > N ∀τ ∈ C : | arg τ | < θ − π

2(
| arg µ+ arg τ | ≥

∣∣∣∣| arg µ| − | arg τ |
∣∣∣∣ > θ − θ +

π

2
=
π

2

)
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∧
(
| arg µ+ arg τ | ≤ | arg µ|+ | arg τ | < θ + θ − π

2
= 2θ − π

2

< 2π − π

2
=

3π

2

)
.

Поэтому Re(µτ) = |µτ | cos(arg µ+ arg τ) < 0.

Интеграл (2.6.1) можно дифференцировать по параметру τ . Лем-

ма доказана. •

Лемма 2.6.2. В условиях леммы 2.6.1

(i) ∀t > 0 RtL = U t, LRt = F t;

(ii) ∀s, t > 0 Rs+t = U sRt = RtF s.

Доказательство. Утверждение (i) очевидно, (ii) доказывается с

помощью аналога тождества Гильберта.•

Лемма 2.6.3. В условиях леммы 2.6.1

∀t > 0 Rt = PRt (Rt = RtQ).

Доказательство. Для доказательства устремим в утверждении

леммы 2.6.2 (ii) s к нулю (непрерывность семейства (2.6.1) следует

из леммы 2.6.1 и сильной L-секториальности оператора M справа

(слева)) •

Определение 2.6.1. ОператорM называется сильно L-секториальным,

если он сильно L-секториален слева и

∀λ, µ ∈ SLθ (M) L(F;U)‖RL
µ(M)(λL−M)−1‖ ≤ const

|λ||µ|
.

Замечание 2.6.1. Сильно L-секториальный оператор M сильно L-

секториален справа. Действительно,

U‖RL
µ(M)(λL−M)−1Mu‖ ≤ U‖RL

µ(M)(λL−M)−1‖ × U‖Mu‖
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≤ const U‖Mu‖
|λ||µ|

=
const(u)

|λ||µ|
.

Замечание 2.6.2. Пусть существует оператор L−1 ∈ L(F;U) и опе-

ратор T = ML−1 (или S = L−1M) секториален. Тогда оператор M

сильно L-секториален.

Докажем это. В качестве плотного в пространстве F линеала
◦
F

возьмем L[domM ] (плотность следует из того, что domM = U, и L

– гомеоморфизм). Для λ, µ из сектора Sθ(T ), f ∈
◦
F

F‖M(λL−M)−1LLµ)(M)f‖ = F‖L(λL−M)−1LLµ(M)ML−1f‖ ≤

≤ L(F)‖Rλ(T )‖ × L(F)‖Rµ(T )‖ × F‖ML−1f‖ ≤

≤ const(f)

|λ||µ|
в силу тождества 2.1.9 и секториальности оператора T . Далее,

L(F;U)‖RL
µ(M)(λL−M)−1‖ = L(F;U)‖L−1Rµ(T )×Rλ(T )‖ ≤

≤ const

|λ||µ|
.•

Лемма 2.6.4. В условиях леммы 2.6.1 операторM сильно L-секториален.

Доказательство.Поступив, как при доказательстве теоремы 2.5.2,

получим

U‖RL
µ(M)(λL−M)−1f‖ = m+2n

q ‖
′∑ < f, ek >

(µ− µk)(λ− µk)Q(λk)
ek‖ ≤

≤ C(
′∑ |fk|q

|µ− µk|q|λ− µk|q|Q(λk)|q
m+2n
q ‖ek‖q)1/q ≤
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≤ const

|µ||λ|
m
q ‖f‖,

где

const =
C

sin2 θ

1

|cn|
,

так как

|Q(λk)|−1 ∼ 1

|cn|
|λk|−n при k →∞.

то есть

L(F;U)‖RL
µ(M)(λL−M)−1‖ ≤ const

|λ||µ|
.

Лемма 2.6.5. В условиях леммы 2.6.1 семейство операторов {Rt :

t ∈ R+}, определяемое формулой (2.6.1), равномерно ограничено.

Доказательство. Используя лемму 2.6.2 и поступив, как при до-

казательстве теоремы 2.5.2, получим

U‖Rtf‖ = m+2n
q ‖ 1

2πi

∫
Γ

(µL−M)−1eµtfdµ‖ =

= m+2n
q ‖

′∑ < f, ek > eµkt

Q(λk)
ek‖ ≤

≤ C(
′∑ |fk|qeReµktq

|Q(λk)|q
m+2n
q ‖ek‖q)1/q ≤

≤ const m
q ‖f‖,

где

const = C
1

|cn|
,

так как

|Q(λk)|−1 ∼ 1

|cn|
|λk|−n при k →∞,

а Reµktq < 0, то есть

L(F;U)‖Rt‖ ≤ const.•
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Теорема 2.6.1. В условиях леммы 2.6.1 существует оператор L−1
1 ∈

L(F1;U1).

Доказательство. Пусть f ∈ F, s > t > 0. Тогда

F‖Rsf −Rtf‖ = F‖Rt(F s−t −Q)f‖ ≤ C F‖(F s−t −Q)f‖

в силу лемм 2.6.2, 2.6.3 и 2.6.5. Отсюда следует существование опе-

ратора R̂ = s − lim
t→0+

Rt ∈ L(F ;U). Согласно лемме 2.6.2 и с учетом

непрерывности оператора L, R̂L = P и LR̂ = Q. Сузив эти тожде-

ства на U1 и F1 соответственно, получим

R̂1L1 = I, L1R̂1 = I,

где R̂1 = R̂

∣∣∣∣
U1

. Таким образом, R̂1 = L−1
1 ∈ L(F1;U1). Более того,

этот оператор

L−1
1 =


∞∑
k=1

(λ− λk)−1 < ., ek > ek, если λk не корень Qn(λ) ∀k ∈ N;∑
k∈N:k 6=`

(λ− λk)−1 < ., ek > ek, если ∃` ∈ N : λ` − корень Qn(λ).

•

Замечание 2.6.3. Таким образом, мы получили, что пространства

(Uk,Fk), k = 0, 1, являются парами инвариантных пространств.

Замечание 2.6.4. Множество L1[domM1] плотно в F1.

Действительно, так как domM1 = U1, то

∀u ∈ U1 ∃{uk}∞k=1 ⊂ domM1 : uk → u при k →∞.

В силу теоремы 2.6.1 оператор L1 сюръективен, т.е.

∀f ∈ F1 ∃u ∈ U1 f = L1u.
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Последовательность {L1uk}∞k=1 ⊂ L1[domM1], поэтому

∀f = L1u ∈ U1 ∃{fk = L1uk}∞k=1 ⊂ L1[domM1] : lim
k→∞

fk = f

в силу непрерывности оператора L1. Что и требовалось.

Невырожденной будем называть полугруппу {V t : t ∈ R+}
с тождественным оператором в качестве единицы.

Сужение {U t
1 : t ∈ R+} ({F t

1 : t ∈ R+}) полугруппы {U t : t ∈
R+} ({F t : t ∈ R+}) на подпространство U1 (F1) является невы-

рожденной аналитической полугруппой.

Инфинитезимальным генератором невырожденной полугруппы

{V t : t ∈ R+} называется оператор G с областью определения

domG = {v ∈ V : ∃ lim
t→0+

t−1(V tv − v)}

такой, что

Gv = lim
t→0+

t−1(V tv − v).

Обозначим: S1 = L−1
1 M1, T1 = M1L

−1
1 .

Следствие 2.6.1. В условиях теоремы 2.6.1 инфинитезимальным

генератором полугруппы {U t
1 : t ∈ R+} ({F t

1 : t ∈ R+}) является

оператор S1 ∈ Cl(U1) (T1 ∈ Cl(F1)).

Доказательство. Доказывается это следствие так же, как ана-

логичный результат для аналитических групп: с использованием ин-

тегрального представления полугрупп (2.3.5), (2.3.6), теоремы 2.6.1

и тождеств

RL1
µ (M1) = Rµ(S1), LL1

µ (M1) = Rµ(T1).
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Областью определения оператора T1 (S1) является линеал L1[domM1]

(domM1), который плотен в пространстве F1 в силу замечания 2.6.4.

•

Используя теорему Хилле-Иосиды-Феллера-Филлипса-Миядеры,

сразу получим

Следствие 2.6.2. В условиях теоремы 2.6.1 оператор S1 (T1)

секториален.
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3. Эволюционные уравнения соболевского типа в

квазисоболевых пространствах

3.1. Задача Коши для неоднородного уравнения

Пусть, как и прежде, U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+,

Qn (λ) =
n∑
i=0

ciλ
i и Rs (λ) =

∑s
j=0 djλ

j – многочлены с действитель-

ными коэффициентами, не имеющие общих корней, степеней n и s,

соответственно, причем n < s и dscn < 0, операторы L = Qn(Λ),

M = Rs(Λ). Пусть [0, T ] ⊂ R– некоторый интервал. Возьмем вектор-

функцию f : [0, T ] → F и рассмотрим линейное уравнение соболев-

ского типа

Lu̇ = Mu+ f. (3.1.1)

Определение 3.1.1. Вектор-функцию u ∈ C1([0, T ];U), удовле-

творяющую уравнению (3.1.1), назовем решением этого уравнения.

Решение u = u(t) уравнения (3.1.1) назовем решением задачи Коши

u(0) = u0 (3.1.2)

для уравнения (3.1.1) (коротко, решением задачи (3.1.1), (3.1.2)), ес-

ли оно вдобавок удовлетворяет условию Коши (3.1.2) при некотором

u0 ∈ U.

Теорема 3.1.1. Пусть операторы L,M определены выше, вектор-

функция f : [0, T ] → F аналитична. Тогда для любого начального

значения

u0 ∈ Pf = {u ∈ domM : (I − P )u = −M−1
0 (I − P )f(0)}

существует единственное решение u ∈ C1((0, T ],U)∩C([0, T ], domM)
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задачи (3.1.1),(3.1.2), причем

u(t) = U tu0 +

t∫
0

U t−sL−1
1 Qf(s)ds−M−1

0 (I −Q)f(t).

Доказательство. Подействуем на уравнение (3.1.1) проектором

Q из теоремы 2.5.2. Тогда QLu̇ = QMu+Qf , т.е. LPu̇ = MPu+Qf

в силу следствия 2.5.2. Подействовав на последнее уравнение опера-

тором L−1
1 ∈ L(U1;F1) получим уравнение

u̇1 = S1u
1 + L−1

1 Qf (3.1.3)

на пространстве U1. Здесь оператор S1 = L−1
1 M1 секториален в силу

следствия 2.6.2, domS1 = domM1 по определению S1. Поэтому, со-

гласно теореме 5.8 [40, гл.5,§3], для любого u1
0 ∈ domM1 существует

единственное решение

u1(t) = U t
1u

1
0 +

t∫
0

U t−s
1 L−1

1 Qf(s)ds = U tu1
0 +

t∫
0

U t−sL−1
1 Qf(s)ds

задачи (3.1.2), (3.1.3), где {U t : t ≥ 0} – полугруппа, построенная в

теореме 2.3.1, а нижний индекс "1"обозначает ее сужение на подпро-

странство U1.

Подействовав на уравнение (3.1.1) проектором I−Q, а затем опе-

ратором M−1
0 ∈ L(U0;F0), получим уравнение на пространстве U0

Hu̇0 = u0 +M−1
0 (I −Q)f, (3.1.4)

которое, в силу замечания 2.3.6, равносильно

u0(t) = −M−1
0 (I −Q)f(t),

которое дает нам решение уравнения (3.1.4). Для того, чтобы оно

удовлетворяло условию u0(0) = u0
0, необходимо, чтобы u0

0 ∈ U0 ∩ Pf .
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Понятно, что решением задачи (3.1.1), (3.1.2) является сумма по-

лученных нами решений, если u0 = u0
0+u1

0. Из того, что U tu1
0 = U tu0,

получаем требуемое.

Если вспомнить обозначение T1 = M1L
−1
1 , то можно записать

Mu(t) = F tMu0 +

t∫
0

F t−sT1Qf(s)ds+ f 0(t),

откуда следует непрерывность Mu(t). •

3.2. Относительно спектральная теорема

Пусть, как и прежде, U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+,

Qn (λ) =
n∑
i=0

ciλ
i и Rs (λ) =

∑s
j=0 djλ

j – многочлены с действитель-

ными коэффициентами, не имеющие общих корней, степеней n и s,

соответственно, причем n < s и dscn < 0, операторы L = Qn(Λ),

M = Rs(Λ). Ранее в лемме 2.6.4 мы доказали, что оператор M силь-

но L-секториален.

Рассмотрим следующее условие:

σL(M) = σL1 (M) ∪ σL2 (M) и σL1 (M) не пусто,

существует ограниченная область Ω1 ⊂ C

с границей класса C1,

такая, что Ω1 ⊃ σL1 (M) и Ω1

⋂
σL2 (M) пусто.


(3.2.1)

Если это условие выполнено, то существуют [21] операторы, за-

данные интегралами по замкнутому контуру от аналитических оператор-

функций

P1 =
1

2πi

∫
γ1

RL
µ(M)dµ и Q1 =

1

2πi

∫
γ1

LLµ(M)dµ,
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где γ1 = ∂Ω1. По построению операторы P1 ∈ L(U) и Q1 ∈ L(F).

Лемма 3.2.1. Пусть операторы M и L определены, как выше, и

выполнено условие (3.2.1), тогда операторы P1 ∈ L(U) и Q1 ∈ L(F)

– проекторы в соответствующих пространствах.

Доказательство. В силу аналитичности подынтегральной оператор-

функции

P1 =
1

2πi

∫
γ́1

RL
λ(M)dλ, Q1 =

1

2πi

∫
γ́1

LLλ(M)dλ.

Здесь γ́1 – контур, ограничивающий область, содержащую контур γ1

и не содержащую точки σL2 (M). То есть он немного "шире" контура

γ́1. Отсюда,

P 2
1 =

1

(2πi)2

∫
γ́1

∫
γ1

RL
λ(M)RL

µ(M)dµdλ =

=
1

(2πi)2

∫
γ́1

dλ

λ− µ

∫
γ1

RL
µ(M)dµ+

∫
γ́1

RL
λ(M)dλ

∫
γ1

dµ

µ− λ

 =

=
1

2πi

∫
γ1

RL
µ(M)dµ = P1,

в силу теоремы Фубини, теоремы о вычетах и тождества (2.1.5).

Утверждение относительно оператора Q доказывается аналогично с

заменой правого L-резольвентного тождества (2.1.5) на левое (2.1.6).

•
Положим U11 = imP1, F11 = imQ1, U10 = ker P1, F10 = ker Q1; и

через L11 (M11) обозначим сужение оператора L (M) на U11.

Теорема 3.2.1. В условиях леммы 3.2.1
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(i) операторы L11,M11 ∈ L(U11;F11);

(ii) существует оператор L−1
11 ∈ L(F11;U11).

Доказательство. Утверждение (i) следует из построения опе-

раторов P1 ∈ L(U) и Q1 ∈ L(F), так как LP1 = Q1L = L11 и

MP1 = Q1M = M11.

Утверждение (ii) следует из теоремы 2.6.1, так как оператор L−1
11

равен сужению оператора

1

2πi

∫
γ1

(µL−M)−1dµ.

на подпространство F11.•

Следствие 3.2.1. В условиях леммы 3.2.1, P1 = PP1 = P1P и

Q1 = QQ1 = Q1Q.

Доказательство. Пусть Γ, удовлетворяет (2.3.7). В силу анали-

тичности используемых ниже подынтегральных функций мы можем

выбрать лежащим "правее" контура γ1.

P1P = PP1 =
1

(2πi)2

∫
Γ

∫
γ1

RL
µ(M)RL

λ(M)dµdλ =

=
1

(2πi)2

∫
Γ

dλ

λ− µ

∫
γ1

RL
µ(M)dµ+

∫
Γ

RL
λ(M)dλ

∫
γ1

dµ

µ− λ

 =

=
1

2πi

∫
γ1

RL
µ(M)dµ = P1,

в силу теоремы Фубини, тождества (2.1.5) и теоремы Коши. •
Построим операторы P2 = P−P1 и Q2 = Q−Q1. В силу следствия

3.2.1, они являются проекторами. Действительно,

(P2)
2 = (P−P1)

2 = P 2−P1P−PP1+P 2
1 = P−2P1+P1 = P−P1 = P2.
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Поэтому P2 = P − P1 = P (I − P1) = (I − P1)P = P2P ∈ L(U)

– проектор на некоторое подпространство. Положим U12 = imP2,

F12 = imQ2 и через L12 (M12) обозначим сужение оператора L (M)

на U12.

Следствие 3.2.2. В условиях леммы 3.2.1

(i) U = U0⊕U1, F = F0⊕ F1, U1 = U11⊕U12, F1 = F11⊕ F12;

(ii) операторы L12,M12 ∈ L(U12;F12);

(iii) существует оператор L−1
12 ∈ L(F12;U12).

3.3. Инвариантные пространства

Пусть, как и прежде, U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+,

Qn (λ) =
n∑
i=0

ciλ
i и Rs (λ) =

∑s
j=0 djλ

j – многочлены с действитель-

ными коэффициентами, не имеющие общих корней, степеней n и s,

соответственно, причем n < s и dscn < 0, операторы L = Qn(Λ),

M = Rs(Λ). Операторы L ∈ L(U;F), M ∈ Cl(U;F). Рассмотрим при

α ∈ ρL(M) пару эквивалентных уравнений соболевского типа

Lu̇(t) = Mu(t), (3.3.1)

L(αL−M)−1ḟ = M(αL−M)−1f (3.3.2)

Определение 3.3.1. Пусть P – фазовое пространство уравнения

(3.3.1). Подмножество J ⊂ P называется инвариантным простран-

ством уравнения (3.3.1), если при любом u0 ∈ J решение u = u(t)

(3.3.1) с условием

u(0) = u0, (3.3.3)

лежит поточечно в J (т.е. u(t) ∈ J для всех t ∈ R+).
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Теорема 3.3.1. Пусть операторы M и L определены как выше и

выполнено условие (3.2.1), тогда образ группы

V t =
1

2πi

∫
γ1

RL
µ(M)eµtdµ, t ∈ R, (3.3.4)

является инвариантным пространством уравнения (3.3.1).

Доказательство. Утверждение следует из равенства imV • =

imP1 = U11, которое следует из теоремы 2.5.1, следствий 3.2.1 и

3.2.2.•

Следствие 3.3.1. В условиях теоремы 3.3.1 существует не ме-

нее двух инвариантных подпространств уравнения (3.3.1 (уравне-

ния (3.3.2)).

Доказательство.Очевидно, верны следующие соотношения U t =

U tP = U tP1 +U tP2. Коммутирование операторов P1 и U t следует из

тождества (2.1.5), вида полугруппы (2.3.5) и непрерывности опера-

тора P1. Тогда для u0 ∈ U11 имеем U tu0 = U tP1u0 = P1U
tu0 ∈ U11.

Из теоремы 2.5.1 и следствия 3.2.2 следует, что U11 – инвариантное

подпространство уравнения (3.3.1).

Аналогично с заменой проектора P1 на P2 показывается инвари-

антность подпространства U12.

Таким же образом доказывается утверждение теоремы об уравне-

нии (3.3.2), инвариантными подпространствами которого являются

F11 = im Q1, F12 = im Q2. •
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3.4. Экспоненциальные дихотомии решений

Пусть, как и прежде, U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+,

Qn (λ) =
n∑
i=0

ciλ
i и Rs (λ) =

∑s
j=0 djλ

j – многочлены с действитель-

ными коэффициентами, не имеющие общих корней, степеней n и s,

соответственно, причем n < s и dscn < 0, операторы L = Qn(Λ),

M = Rs(Λ). Операторы L ∈ L(U;F), M ∈ Cl(U;F). Рассмотрим при

α ∈ ρL(M) пару эквивалентных уравнений соболевского типа

Lu̇(t) = Mu(t), (3.4.1)

L(αL−M)−1ḟ = M(αL−M)−1f (3.4.2)

Определение 3.4.1. Говорят, что решения уравнения (3.4.1) обла-

дают экспоненциальной дихотомией, если

(i) фазовое пространство уравнения (3.4.1) представимо в виде

P = J1⊕J2, где J1(2) – инвариантные пространства уравнения (3.4.1);

(ii) при любых u0 ∈ J1 (u0 ∈ J2) решение u = u(t) задачи (3.4.1),

(3.3.3) таково, что U ‖u(t)‖ ≤ C1e
−a1t

U ‖u0‖ (U ‖u(t)‖ ≥ C2e
a2t

U ‖u0‖)
при некоторых a1, a2 > 0 и всех t ∈ R+.

Замечание 3.4.1. Иначе говоря, наличие экспоненциальных дихо-

томий решений означает, что решения, лежащие в одном инвари-

антном подпространстве, экспоненциально возрастают, а в другом –

экспоненциально убывают.

Теорема 3.4.1. Пусть операторы M , L определены выше, сущест-

вует ω > 0 такое, что σL(M) ∩ {µ ∈ C : −ω ≤ Reµ ≤ ω} = ∅ и

множество σ+ = σL(M) ∩ {µ ∈ C : Reµ > 0} 6= ∅. Тогда уравнение

(3.4.1) (уравнение (3.4.2)) обладает экспоненциальной дихотомией.
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Доказательство. Из условий теоремы следует выполнение усло-

вия (3.2.1). Переобозначим U11 = U+, U12 = U−. Пусть L± = L

∣∣∣∣
U±

,

M± = M

∣∣∣∣
domM±

, domM± = domM ∩ U±. Согласно теореме 3.2.1 и

следствию 3.2.2 L± ∈ L(U±;F±), M± ∈ Cl(U±;F±), σL±(M±) = σ±,

где σ− = σL(M) ∩ {µ ∈ C : Reµ < 0}. Отсюда следует, что оператор

M+ (L+, σ)-ограничен [47], а оператор M− L-секториален с констан-

той a ≤ −ω.
Введем обозначения U t

± = U t

∣∣∣∣
U±

. При доказательстве теоремы

3.3.1 в частности показано, что U t
± ∈ L(U±). Пусть t > 0, тогда

u−(t) = U−(t)u− и

m+2n
q ‖u−(t)‖ ≤ C2e

−a1(t)m+2n
q ‖u−‖.

В силу теоремы 2.3.1 здесь можно взять a1 = ω, C2 = C.

Далее, из (L+, σ)-ограниченности оператораM+ и результатов [47]

следует, что полугруппа {U t
+ : t ∈ R+} аналитически продолжима

до группы во всю плоскость, а ее операторы представимы в виде

U t
+ =

1

2πi

∫
γ̃

RL+
µ (M+)eµtdµ, t ∈ R,

где замкнутый контур γ̃ ограничивает σ+, как в условии (3.2.1).

Для u ∈ U1 имеем u = u+ + u−, u± ∈ U±. Отсюда если t > 0,

u+ ∈ σL+(M) то

u+(t) = U t
+u

+ =
1

2πi

∫
γ̃

RL+
µ (M+)eµtu+dµ =

∑
k:µk∈σ+

eµkt < u, ek > ek.
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Тогда

m+2n
q ‖u+(t)‖ = m+2n

q ‖U t
+u+‖ = (

∑
k:µk∈σ+

eReµkqt| < u+, ek > |q·(λk)
m+2n

2 q)1/q =

= (
∑

k:µk∈σ+

eReµkqt| < u+, ek > |q · m+2n
q ‖ek‖q)1/q ≥

≥ ea2t(
∑

k:µk∈σ+

|u+
k |
q(λk)

m+2n
2 q)1/q =

ea2t m+2n
q ‖u+‖,

где a2 = ω < min{Reµk : µk ∈ σ+} > 0. Отсюда вытекает вторая из

оценок определения 3.4.1. •

3.5. Уравнение Дзекцера в квазисоболевых пространствах

Теперь рассмотрим уравнение Дзекцера

(λ−Λ)ut= (αΛ2+βΛ)u+f, λ, β ∈ R, α ∈ R+, (3.5.1)

в квазисоболевых пространствах U=`m+2
q и F=`mq , m ∈ R, q ∈ R+.

Прообразом уравнения (3.5.1) послужила краевая задача для урав-

нения Дзекцера в банаховых пространствах

(λ−∆)vt = α∆v − β∆v2, λ,∈ R, α, β ∈ R+, (3.5.2)

моделирующая эволюцию свободной поверхности фильтрующейся

жидкости [14].

Зададим область определения dom(αΛ2+βΛ) =`m+4
q . Тогда опера-

торы L = (λ− Λ) ∈ L(U;F), M = (αΛ2+βΛ) ∈ Cl(U;F).

В силу теоремы 3.1.1 имеет место
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Следствие 3.5.1. При любых m,λ, β ∈ R, τ, q, α ∈ R+, u0 ∈ U,

f 0 ∈ C1((0, τ);F0) и f 1 ∈ C((0, τ);F1) существует единственное

решение u ∈ C1((0, τ);U) задачи

u(0) = u0, (3.5.3)

для уравнения (3.5.1), которое к тому же имеет вид

u(t) = −M−1
0 f 0(t) + U tu0 +

∫ t

0

U t−sL−1
1 f 1(s)ds.

Здесь

F0=

 {0} , если λk 6= λ при всех k ∈ N;

{f ∈ F:fk= 0, k ∈ N\{`:λ`=λ}} ;

F1=

 F, если λk 6= λ при всех k ∈ N;

{f ∈ F:fk= 0,λk=λ};

M−1
0 =

 O, если λk 6= λ при всех k ∈ N;∑
k∈N:λk=λ (αλ2

k+βλk)
−1ek.

U t=


∑∞

k=1 e
µkt<., ek>ek, если λk 6= λ при всех k ∈ N;∑

k∈N:k 6=` e
µkt<., ek>ek, если существуют ` ∈ N:λ`=λ.

,

где µk= (αλ2
k+βλk)(λ−λk)

−1.

L−1
1 =


∑∞

k=1 (λ−λk)−1<., ek>ek, если λk 6= λ при всех k ∈ N;∑
k∈N:k 6=` (λ−λk)−1<., ek>ek, если существуют ` ∈ N:λ`=λ.
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3.6. Свойства решений уравнения Дзекцера в квазисоболе-

вых пространствах

Исследуем свойства решений однородного уравнения (3.5.1). Введем

условие:

Пусть σL(M) = σL1 (M) ∪ σL2 (M);

σL1 (M) состоит из конечного числа точек {µk} ⊂ σL(M)

Ω1 ⊂ C – круг, содержащий точки σL1 (M) и Ω1 ∩ σL2 (M) = ∅.


(3.6.1)

Очевидно, в силу (3.6.1), условие (3.2.1) выполняется. Тогда, в

силу леммы 3.2.1, существуют проекторы

P1 =
∑

µk∈σL1 (M)

< ., ek > ek и Q1 =
∑

µk∈σL1 (M)

< ., ek > ek.

Построим пространства

U11 = imP1 =
{
u ∈ U : uk = 0 если µk /∈ σL1 (M)

}
,

F11 = imQ1 =
{
f ∈ F : fk = 0 если µk /∈ σL1 (M)

}
,

U10 = ker P1 =
{
u ∈ U : uk = 0 если µk ∈ σL1 (M)

}
,

F10 = ker Q1 =
{
f ∈ F : fk = 0 если µk ∈ σL1 (M)

}
,

и через

L11 =
∑

µk∈σL1 (M)

(λ− λk) < ., ek > ek

(M11 =
∑

µk∈σL1 (M)

(αλ2
k + βλk) < ., ek > ek)

обозначим сужение оператора L (M) на U11.
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Построим операторы

P2 = P − P1 =
∑

µk∈σL(M)\σL1 (M)

< ., ek > ek и

Q2 = Q−Q1 =
∑

µk∈σL(M)\σL1 (M)

< ., ek > ek.

В силу следствия 3.2.1, эти операторы – проекторы. Положим

U12 = imP2 =
{
u ∈ U1 : uk = 0 если µk ∈ σL1 (M)

}
,

F12 = imQ2 =
{
f ∈ F1 : fk = 0 если µk ∈ σL1 (M)

}
и через

L12 =
∑

µk∈σL(M)\σL1 (M)

(λ− λk) < ., ek > ek

(M12 =
∑

µk∈σL(M)\σL1 (M)

(αλ2
k + βλk) < ., ek > ek)

обозначим сужение оператора L (M) на U12.

Следствие 3.6.1.

(i) U = U0⊕U1, F = F0⊕ F1, U1 = U11⊕U12, F1 = F11⊕ F12;

(ii) операторы L12,M12 ∈ L(U12;F12);

(iii) существует оператор L−1
12 ∈ L(F12;U12).

Доказательство. (i) и (ii) очевидны. Оператор

L−1
12 =

∑
µk∈σL(M)\σL1 (M)

(λ− λk)−1 < ., ek > ek.•

Следствие 3.6.2. Пространство U11, являющееся образом группы

V t =
1

2πi

∫
γ1

RL
µ(M)eµtdµ, t ∈ R, (3.6.2)

и пространство U12 являются инвариантными пространствами

уравнения (3.5.1).
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Следствие 3.6.3. Если Re µk 6= 0 для всех µk ∈ σL(M), то решения

уравнения (3.5.1) обладают экспоненциальной дихотомией.

Доказательство.Очевидно, выполнены все условия теоремы 3.4.1.•
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Заключение

В результате проведенного диссертационного исследования:

1. Разработана теория относительно секториальных операторов в

квазисоболевых пространствах последовательностей. Построены от-

носительные резольвенты, рассмотрены их свойства. Доказана тео-

рема о расщеплении пространств, действий операторов в квазисобо-

левых пространствах последовательностей в относительно сектори-

альном случае.

2. Доказана теорема о существовании голоморфных разрешаю-

щих вырожденных полугрупп операторов в квазисоболевых простран-

ствах последовательностей. Исследованы ядра и образы полугрупп,

доказано существование их единиц.

3. Полученные результаты теории голоморфных вырожденных

полугрупп операторов применены к исследованию разрешимости на-

чальных задач для одного класса вырожденных эволюционных урав-

нений в квазисоболевых пространствах последовательностей.

4. Определены многочлены от квазиоператора Лапласа и рас-

смотрен аналог однородной задачи Дирихле в ограниченной обла-

сти с гладкой границей для линейного уравнения Дзекцера в квази-

банаховых пространствах последовательностей. Получены достаточ-

ные условия однозначной разрешимости задачи Коши для уравнения

Дзекцера в квазисоболевых пространствах.

5. Исследованы свойства решений одного класса вырожденных

эволюционных уравнений в квазисоболевых пространствах последо-

вательностей. Получены условия существования инвариантных про-

странств и дихотомий решений.
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Это позволяет говорить о соответствии диссертационной работы

специальности 01.01.02 – дифференциальные уравнения, динамиче-

ские системы и оптимальное управление.

В работе решены все поставленные задачи и достигнута цель ис-

следования, результаты имеют завершенный характер и необходимы

для дальнейшего развития теории уравнений соболевского типа в

квазибанаховых пространствах. В частности, идеи и методы данной

работы лягут в основу исследований уравнений высокого порядка,

а также уравнений соболевского типа с относительно радиальны-

ми операторами. Результаты исследования открывают возможность

изучения уравнений соболевского типа в стохастических квазисобо-

левых пространствах.

Кроме того, построение теоретической базы открывает перспекти-

вы не только начать исследования неклассических уравнений в ква-

зибанаховых пространствах последовательностей и различных задач

такого рода, но и рассматривать возможность более эффективно-

го решения ряда технических задач. Именно приложение теоретиче-

ских результатов в различных областях позволяет говорить о даль-

нейшей практической применимости исследования.
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[78] Perron, O. Die Stabilitätsfrage bei Differentialgleichungen /

O. Perron // Math. Z. – 1930. – V. 32, № 5 – P. 703-728.

[79] Pyatkov, S.G. On some mathematical models of filtration theory /

S.G. Pyatkov, S.N. Shergin // Вестник Южно-Уральского госу-

дарственного университета. Серия: Математическое моделиро-

вание и программирование. – 2015. – Т. 8, № 2. – С. 105–116.

[80] Pyatkov, S.G. Existence of maximal semidefinite invariant

subspaces and semigroup properties of some classes of ordinary

differential operators / S.G. Pyatkov // Operators and Matrices.–

2014. – Т. 8, № 1. – P. 237–254.

[81] Rolewicz, S. Metric Linear Spaces / S. Rolewicz. — Warsaw: PWN,

1985.

[82] Schwartz, L. Lectures on mixed problems in partial differential

equations and representation of semi-groups / L. Schwartz. —

Bombay: Tata Institute of Fundamental Research, 1958.

109



[83] Showalter, R.E. The Sobolev type equation I / R.E. Showalter //

Appl. Anal. — 1975. — V.5, № 1. — P. 15–22.

[84] Sidorov, N. Lyapunov–Shmidt Method in Nonlinear Analysis and

Applications / N. Sidorov, B. Loginov, A. Sinithyn, M. Falaleev.

— Dordrecht, Boston, London: Kluwer Academic Publishers, 2002.

[85] Sviridyuk, G.A. Linear Sobolev Type Equations and Degenerate

Semigroups of Operators / G.A. Sviridyuk, V.E. Fedorov. –

Utrecht, Boston: VSP, 2003.

[86] Yosida, K. Functional Analysis / K. Yosida. — New York, London,

1978.

Публикации автора по теме диссертации

[87] Замышляева, А.А. Голоморфные вырожденные полугруппы

операторов и эволюционные уравнения cоболевского типа в

квазисоболевых пространствах последовательностей / А.А. За-

мышляева, Дж.К. Аль Исави // Вестник ЮУрГУ. Серия: Ма-

тематика, механика, физика. - 2015. - Т. 7, №4. - С. 31-40.

[88] Замышляева, А.А. On some properties of solutions to one class

of evolution sobolev type mathematical models in quasi-sobolev

spaces / А.А. Замышляева, Дж.К. Аль Исави // Вестник ЮУр-

ГУ. Серия: Математическее моделирование и программирова-

ние. - 2015. - Т. 8, №4. - С. 113-119.

[89] Al Isawi, D.K. On Some Properties of Solutions to Dzektser

Mathematical Model in Quasi-Sobolev Spaces / D.K. Al Isawi //

110



Journal of Computational and Engineering Mathematics - 2015. -

Vol.2, №4. - Pp. 27-36.

Тезисы и материалы конференций

[90] Аль Исави, Дж.К. Линейные замкнутые операторы в квази-

банаховых пространствах / Дж.К. Аль Исави // Материалы

международной конференции "Воронежская зимняя математи-

ческая школа С.Г. Крейна-2014". — Воронеж, 2014. — С. 18-21.

[91] Свиридюк, Г.А. Линейные уравнения соболевского типа с от-

носительно р-секториальными операторами в квазибанаховых

пространствах / Г.А. Свиридюк, Дж.К. Аль Исави // Между-

народная конференция по дифференциальным уравнениям и

динамическим системам. Суздаль, Россия , 4-9 июля 2014 г.:

тез. докл. – М: МИАН, 2014. — С. 25.

[92] Аль Исави, Дж.К. Линейные замкнутые операторы в квази-

банаховых пространствах / Дж.К. Аль Исави // Материалы

международной конференции "Воронежская зимняя математи-

ческая школа С.Г. Крейна-2016". — Воронеж, 2016. — С. 47-50.

[93] Аль Исави, Дж.К. Об инвариантных пространствах и экс-

поненциальных дихотомиях решений уравнения Дзекцера в

квазисоболевых пространствах // Сборник статей Междуна-

родной научно-практической конференции "Приоритетные на-

учные исследования и разработки (г. Саратов)". Ч.2 - Уфа:

МЦИИ ОМЕГА САЙНС, 2016. — С. 3-4.

111


